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INTRODUCTION. 

~ / 


Q uelques  personnes,  qui  ont  bien  voulu 
guider  mes  premiers  pas  dans  la  carrière 
des  sciences , et  parmi  lesquelles  je  cite- 
rai avec  reconnaissance  MM.  Laplace  et 
Poisson,  ayaht  témoigné  le  désir  de  me 
voir  publier  le  Cours  d’analyse  de  FEcole 
royale  polytechnique,  je  me  suis  décidé 
à mettre  ce  Cours  par  écrit  pour  la  plus 
grande  utilité  des  élèves.  J’en  offre  ici  la  pre- 
mière partie  connue  sous  le  nom  d’ Analyse 
algébrique , et  dans  laquelle  je  traite  suc- 
cessivement des  diverses  espèces  de  fbnc- 
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lions  réelles  ou  imaginaires , des  séries 
convergentes  ou  divergentes,  de  la  résolu- 
tion des  équations,  et  de  la  décomposition 
des  fractions  rationnelles.  En  parlant  de 
la  continuité  des  fonctions , je  n’ai  pu  me 
dispenser  de  faire  connaître  les  propriétés 
principales  des  quantités  infiniment  pe- 
tites , propriétés  qui  servent  de  base  au 
calcul  infinitésimal.  Enfin,  dans  les- préli- 
minaires et  dans  quelques  notes  placées  à 
la  fin  du  volume,  j’ai  présenté  des  déve- 
loppemens  qui  peuvent  être  utiles  soit  aux 

f 

Professeurs  et  aux  Elèves  des  Collèges 
royaux  * soit  à ceux  qui  veulent  faire  une 
étude  spéciale  de  l’analyse. 

Quant  aux  méthodes , j’ai  cherché  à leur 
donner  toute  la  rigueur  qu’on  exige  en 
géométrie,  de  manière  à ne  jamais  recou- 
rir aux  raisons  tirées  de  la  généralité  de 
l’algèbre.  Les  raisons  de  cette  espèce , quoi- 
que assez  communément  admises,  sur-tout 
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dans  le  passage  des  séries  convergentes 
aux  séries  divergentes  , et  des  quantités 
réelles  aux  expressions  imaginaires,  ne  peu- 
vent être  considérées,  ce  me  semble,  que 
comme  des  inductions  propres  à faire  pres- 
sentir quelquefois  la  vérité , mais  qui  s’ac- 
cordent peu  avec  l’exactitude  si  vantée  des 
sciences  mathématiques.  On  doit  même 
observer  qu’elles  tendent  à faire  attribuer 
aux  formules  algébriquçs  une  étendue  in- 
définie, tandis  que,  dans  la  réalité,  la  plu- 
part de  ces  formules  subsistent  uniquement 
sous  certaines  conditions,  et  pour  certaines 
valeurs  des  quantités  qu’elles  renferment. 
En  déterminant  ces  conditions  et  ces  va- 
leurs, et  en  fixant  d’une  manière  précise  le 
sens  des  notations  dont  je  me  sers , je  fais 
disparaître  toute  incertitude  ; et  alors  les 
differentes  formules  ne  présentent  plus  que 
des  relations  entre  les  quantités  réelles , re- 
lations qu’il  est  toujours  facile  de  vérifier 

* 
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par  la  substitution  des  nombres  aux  quan- 
tités elles -memes.  II  est  vrai  que,  pour 
rester  constamment  fidèle  à ces  principes , 
je  me  suis  vu  forcé  d’admettre  plusieurs 
propositions  qui  paraîtront  peut-être  un 
peu  dures  au  premier  abord.  Par  exemple , 
j’énonce  dans  le  chapitre  VI,  qu’wwe  série 
divergente  n’a  pas  de  somme;  dans  le  cha- 
pitre VII,  qu 'une  équation  imaginai)' e est 
seulement  la  représentation  symbolique 
de  deux  équations  entre  quantités  réelles  ; 
dans  le  chapitre  IX,  que,  si  des  constantes 
ou  des  variables  comprises  dans  une  fonc- 
tion , après  avoir  été  supposées  réelles , 
deviennent  imaginaires , la  notation  à 
l’aide  de  laquelle  la  fonction  se  trouvait 
exprimée , ne  peut  être  conservée  dans  le 
calcul  qu’en  vertu  d’une  convention  nou- 
velle propre  à fxer  le  sens  de  cette  nota- 
tion dans  la  dernière  hypothèse  ; &c.  Mais 
ceux  qui  liront  mon  ouvrage  reconnaîtront, 
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je  fespère,  que  les  propositions  de  cette 
nature , entraînant  Fheureuse  nécessité 
de  mettre  plus  de  précision  dans  îes  théo- 
ries, et  d’apporter  des  restrictions  utiles  à 
des  assertions  trop  étendues , tournent  au 
profit  de  i’anaïyse , et  fournissent  plusieurs 
sujets  de  recherches  qui  ne  sont  pas  sans 
importance.  Ainsi , avant  d’effectuer  la 
sommation  d’aucune  série,  j’ai  dû  examiner 
dans  quels  cas  les  séries  peuvent  être  som- 
mées, ou,  en  d’autres  termes,  quelles  sont 
les  conditions  de  leur  convergence  ; et 
j’ai,  à ce  sujet,  établi  des  règles  générales 
qui  me  paraissent  mériter  quelque  atten- 
tion. 

‘ Au  reste,  si  j’ai  cherché,  d’une  part  ,nà 
perfectionner  l’analyse  mathématique,  de 
l’autre,  je  suis  loin  de  prétendre  que  cette 
analyse  doive  suffire  à toutes  les  sciences 
de  raisonnement.  Sans  doute  , dans  les 
sciences  qu’on  nomme  naturelles , ia  seule 
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méthode  qu’on  puisse  employer  avec  succès 
consiste  à observer  les  faits  et  à soumettre 
ensuite  les  observations  au  calcul.  Mais  ce 
serait  une  erreur  grave  de  penser  qu’on  ne 
trouve  la  certitude  que  dans  les  démonstra- 
tions géométriques,  ou  dans  le  témoignage 
des  sens;  et  quoique  personne  jusqu’à  ce 
jour  n’ait  essayé  de  prouver  par  l’analyse 
l’existence  d’Auguste  ou  celle  de  Louis  XIV, 
tout  homme  sensé  conviendra  que  cette 
existence  est  aussi  certaine  pour  lui  que  le 
carré  de  l’hypothénuse  ou  le  théorème  de 
Maclaurin.  Je  dirai  plus  ; la  démonstration 
de  ce  dernier  théorème  est  à la  portée  d’un 
petit  nombre  d’esprits , et  les  savans  eux- 
ipémes  ne  sont  pas  tous  d’accord  sur  l’é- 
tendue qu’on  doit  lui  attribuer;  tandis  que 
tout  le  monde  sait  fort  bien  par  qui  la  France 
a été  gouvernée  dans  le  dix-septième  siècle, 
et  qu’il  ne  peut  s’élever  à ce  sujet  aucune 
contestation  raisonnable.  Ce  que  je  dis  ici 
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d’un  fait  historique  peut  s'appliquer  égalé* 
ment  à une  foule  de  questions,  en  religion^ 
en  morale , en  politique.  Soyons  donc  per- 
suadés qu’il  existe  des  vérités  autres  que  les 
vérités  de  l’algèbre,  de&  réalités  autres  que 
les  objets  sensibles.  Cultivons  avec  ardeur 
les  sciences  mathématiques,  sans  vouloir  les 
étendre  au-delà  de  leur  domaine;  et  n’al- 
lons pas  nous  imaginer  qu’on  puisse  atta- 
quer l’histoire  avec  des  formules,  ni  don- 
ner pour  sanction  à la  morale  des  théorèmes 
d’algèbre  ou  de  caleul  intégral. 

En  terminant  cette  Introduction,  je  ne 
puis  me  dispenser  de  reconnaître  que  les 
lumières  et  les  conseils  de  plusieurs  per- 
sonnes m’ont  été  fort  utiles,  particulière- 
ment ceux  de  MM.  Poisson,  Ampère  et 
Coriolis.  Je  dois  à ce  dernier,  entre  autres 
choses,  la  règle  sur  la  convergence  des 
produits  composés  d’un  nombre  infini  de 
facteurs,  et  j’ai  profité  plusieurs  fois  des 
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observations  de  M.  Ampère , ainsi  que  des 
méthodes  qu’il  développe  dans  ses  Leçons 
d’analyse. 


l .T.  « * %■  / < 


f)  q '\  ; 


t 


y.':  1 1 


I 


Oigitized  by  Google 


IX 


TABLE  DES  MATIERES 

> » . • » - . .. 

CONTENUES  DANS  CE  VOLUME. 

-v  V:.  I 


Préliminaires  dp  Cours  d'analÿsb. 


Ke  VUE  des  diverses  especes  de  quantités 
réelles  que  F on  considère , soit  en  algèbre , soit 
en  trigonométrie , et  des  notations  à F aide 
desquelles  on  les  représente.  Des  moyennes 
.1  entre  plusieurs  quantités,  .........  .1 . Pag.  l. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

ANALYSE  ALGÉBRIQUE. 

CHAP.  I.tr  Des  fonctions  réelles, 

. . . . * . t 4 *,  v •*  I à # 

I 1er  Considérations  ge'ne'rales  sur  les  fonctions.  19. 


S-  2.c  Des  fonctions  simples , , t . 22. 

5.  3.c  Des  fonctions  composées 23 


Chap.  II.  Des  quantités  infiniment  petites  ou 


infiniment  grandes , et  de  la  continuité  des 

Fonctions.  Valeurs  singulières  des  fondions 

dans  quelques  cas  particuliers. 

f.  1."  Des  quantités  infiniment  petites  et  infini- 

ment  grandes 

26. 

J.  2.*  De  la  continuité'  des  fonctions 

34. 

f.  3.*  Valeurs  singulières  des  fonctions  dans  quel- 

ques  cas  particuliers 

45. 

Digitized  by  Google 


x TAULE 

ChàP.  III.  Des  fonctions  symétriques  et  des  fonc- 


lions  alternées.  Usage  fie  ces  fonctions  pour  la 

résolution  des  équations  du  premier  degré  à 

un  nombre  quelconque  d’ inconnues.  Des  Jonc - 

(ions  homogènes. 

J.  1."  Des  fonctions  symétriques Pag. 

7SL 

S.  2.*  Des  fonctions  alternées 

73. 

J.  3.*  Des  fonctions  homogènes, ..........  «v'. . . 

82. 

Ch  AP.  IV.  Détermination  des  fonctions  entières , 

d’après  un  certain  nombre  de  valeurs  particu- 

• « «, 

libres  supposées  connues.  Applications. 

S.  l.*r  Recherche  des  fonctions  entières  d’une 

1 

«feule  variable , pour  lesquelles  on  connaît!  Un  cer- 

'L; 

\ tqiq  nombre  de  valeurs  particulières. , ..  .' 

3ÏL 

J.  2.e  Détermination  des  fonctions  entières  de  plu- 

sieurs  variables  , d’après  un  certain  nombre  de 

valeurs  particulières  supposées  connues 

9iL 

t.  3.*  Applications ..  . . . ..  . . 

97 

-h — ^ ' . ’ .1 

n ) 

Chap.  V.  Détermination  des  fonctions  continues 
d’une  seule  variable  propres  à vérifier  cer - 
taines  conditions. 

t.  l.*r  Recherche  d’une  fonction  continue  formée 

de  telle  manière  que  deux  semblables  fonctions 

..  > 

de  quantités  variables , étant  ajoutées  bu  multi- 
pliées entre  elles,  donnent  pour  somme  ou  pour 
produit  une  fonction  semblable  de  la  somme  ou 
du  produit  de  ces  variables.-. 

J.  2.®  Recherche  d’une  fonction  continue  formée 
de  telle  manière  qu’en  multipliant  deux  sem- 
■ blables  fonctions  de  quantités  variables,  et  dou- 
blant le  produit , on  trouve  un  résultat  égal  à 
, _ celui  qu’on  obtiendrait  en  ajoutant  les  fonction» 

103. 

Digitized  by  Google 


DES  MATIÈRES.  xi 

l 9 

semblables  de  la  somme  et  de  la  différence  de 
ces  variables Pag.  1 13. 


Chap.  VI.  Des  séries  ( réelles ) convergentes  et 
divergentes.  Règles  sur  la  convergence  des 
séries.  Sommation  de  quelques  séries  conver- 
gentes. 

î.  1."  Considérations  générales  sur  les  se'ries...  123. 

S.  2.*  Des  se'ries  dont  tous  les  termes  sont  positifs.  132. 

J.  3.e  Des  se'ries  qui  renferment  des  termes  posi-  • ; ; ; 


tifs  et  des  termes  négatifs , 142. 

5-  4.c  Des  se'ries  ordonnées  suivant  les  puissances 
ascendantes  et  entières  d’une  variable. 150. 


Chap.  VII.  Des  expressions  imaginaires  et  de 
leurs  modules.  * • j \»  v..;, 

J.  1."  Conside’rations  generales  sur  les  expressions 


imaginaires. . ■•  •... . ■.  ■. . -,  •.  i . ; 173. 

J.  2.*  Sur  les  modules  des  expressions  imaginaires 
et  sur  les  expressions  réduites.  ".'VI ..........  182. 

J.  3.e  Sur  les  racines  réelles  ou  imaginaires  des 
deux  quantités  — t—  i , — i et  sûr  leurs  puis- 
sances fractionnaires 196. 

J.  4.*  Sur  lés  racines  des  expressions  imaginaires, 


et  sur  leurs  puissances  fractionnaires  e,t  irration-, 

nelles .7.  iï. . i 217." 

' • > «.  .. 

S-  5.*  Applications  des  principes  établis  dans  les 

paragraphes  précédens 230. 

Chap.  VIII.  Des  variables  et  des  fonctions  ima- 
ginaires. 

f.  1."  Considérations  générales  sur  les  variables 
et  les  fonctions  imaginaires 240. 

5-  2.c  Sur  les  expressions  imaginaires  infiniment 


i 


Digitized  by  Google 


XI, 


TABLE 

petites, 'et  sur  la  continuité  Jes  fonctions  imagi- 
naires   Pag.  250. 

J.  3.e  Des  fonctions  imaginaires  symétriques  , al- 
ternées , ou  homogènes. 253. 

J.  4.*  Sur  les  fonctions  imaginaires  èt  entières 
«Tune  ou  de  plusieurs  variables 254. 

f.  5.*  Détermination  des  fonctions  imaginaires  con- 
■ ; tinues  d’une  seule  variable  propres  à vérife.' 

certaines  conditions 261. 

* • ' * ( • • *'  * « . .# 

Chap.  IX.  Des  séries  imaginaires  convergentes 
et  divergentes.  Sommation  de  quelques  séries 
imaginaires  convergentes.  Notations  em- 
ployées pour  représenter  quelques  fonctions 
imaginaires  auxquelles  on  se  trouve  conduit 
par  la  sommation  de  ces  mêmes  séries. 

5.  l.*r  Considérations  générales  sur  les  séries  ima- 
ginaires.   274. 

S.  2.e  Des  séries  imaginaires  ordonnées  suivant  les 
puissances  ascendantes  et  entières  d’une  variable.  285. 

S.  3.*  Notations  employées  pour  représenter  quel- 
ques fonctions  imaginaires  auxquelles  on  est  con- 
duit par  la  sommation  des  séries  convergentes. 
Propriétés  de  ces  mêmes  fonctions 308. 

CHAP.  X.  Sur  les  racines  réelles  ou  imaginaires 
des  équations  algébriques  dont  le  premier 
membre  est  une  fonction  rationnelle  et  entière 
d’une  seule  variable.  Résolution  de  quelques 
équations  de  celte  espece  par  l’algèbre  ou  la 
trigonométrie. 

J.  1."  On  peut  satisfaire  à toute  équation  dont  le 
premier  membre  est  une  fonction  rationnelle  et 
entière  de  la  variable  x par  des  valeurs  réelles 


Digitized  by  Google 


DES  MATIÈRES.  xiij 

ou  imaginaires  de  cette  variable.  Décomposition 
des  polynômes  en  facteurs  du  premier  et  du  se- 
, cond  degré.  Représentation  géométrique  des  fac- 
teurs réels  du  second  degre* Pag.  329. 

J.  2.*  Re'solution  alge'brique  ou  trigonometrique  des 
équations  binômes  et  de  quelques  e'quations  tri- 
nômes. Théorèmes  de  AToivre  et  de  Cotes.....  3 48. 

J.  3.*  Résolution  algébrique  ou  trigonometrique 
des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré.  354. 

Ch  AP.  XI.  Décomposition  des  fractions  ration- 
nelles. 

J.  1.*'  Décomposition  d’une  fraction  rationnelle  en 
deux  autres  fractions  de  même  espèce 365. 

J.  2.c  Décomposition  d’une  fraction  rationnelle 
dont  le  dénominateur  est  le  produit  de  plusieurs 
facteurs  linéaires  inégaux,  en  fractions  simples 
qui  aient  pour  dénominateurs  respectifs  ces 
mêmes  facteurs  linéaires , et  des  numérateurs 
constans 371. 

J.  3.e  Décomposition  d’une  fraction  rationnelle 
donnée  en  d’autres  plus  simples  qui  aient  pour 
dénominateurs  respectifs  les  facteurs  linéaires 
du  dénominateur  de  la  première  ou  des  puis- 
sances de  ces  mêmes  facteurs , et  pour  numé- 
rateurs des  constantes 380. 

Chap.  XII.  Des  séries  récurrentes. 

' J.  l.er  Considérations  générales  sur  les  séries  ré- 
currentes  Pag.  389. 

J.  2.e  Développement  des  fractions  rationnelles  en 
séries  récurrentes 39f. 

J.  3.*  Sommation  des  séries  récurrentes , et  fixa- 
tion de  leurs  termes  généraux 400. 


/ 


Digitized  by  Google 


XIV 


TA1ILE  DES  MATIÈRES. 


NOTES  SUR  L’ANALYSE  ALGÉBRIQUE. 

Note  I.,c  Sur  la  théorie  des  quantités  positives 

et  négatives Pag.  403. 

Note  II.  Sur  les  formules  qui  résultent  de  l’an- 
ploi  du  signe  > ou  < , et  sur  les  moyennes 
entre  plusieurs  quantités 438. 

Note  III.  Sur  la  résolution  numérique  des 

équations 4G0. 

Note  IV.  Sur  le  développement  de  la  fonction 
alternée  : 

(y—x)  k (z-<r)  (s— y)  x ...  k (v—x)  (v—y)  (r—z)  . . . (t>— u). 

521. 

Note  V.  Sur  la  formule  de  Lagrange  relative 


à l’interpolation. 525. 

Note  VI.  Des  nombres  figurés 530. 

Note  VII.  Des  séries  doubles 537. 


Note  VIII.  Sur  les  formules  qui  servent  à con- 
vertir les  sinus  ou  cosinus  des  multiples  d’un 
arc  en  polynômes  dont  les  différais  termes 
ont  pour  facteurs  les  puissances  ascendantes 
du  sinus  ou  cosinus  de  ce  même  arc .......  548. 

Note  IX.  Sur  les  produits  composés  d’un 
nombre  infini  de  fadeurs 561. 

/ 

tin  de  la  table. 


Digitized  by  Google 


ERRATA 


VAGIS. 

L1CS  ES. 

FAUTES. 

CORRECTIONS. 

10. 

13. 

m 

T 

m „ 

H 

H 

14. 

1. 

la  limite  i , 

la  limite  zéro , 

33. 

2. 

a." 

a ttn 

33. 

19. 

I 

a 

ctm 

CLm 

4G. 

11. 

a‘ 

JC‘ 

7t. 

14. 

A"-. 

. 

83. 

22. 

œ. 

(t) 

(.)’ 

œ* 

100. 

19. 

x(x-h). . ,(.r 4-;i—2) 

x(x-h). . .(x+n—  2) 

i . a . i . . . (n—  i ) 

1.2.3...  (n—  1 ) 

101. 

4. 

JL 

_y_ 

I 

2 

Ibid. 

13. 

je"-* 

x”-1 

i .2.2.  . .(n— 2) 

1.2.3.  ..(n-2) 

126. 

17. 

supérieure 

inférieure 

177. 

17.  j 

I 

(a/4-f  1-/^7). 

(Otof'+fj-Jy/ZT. 

237. 

7 et  10. 

/m+iN 

^ ) 

V » / 

\ » J 

260. 

5. 

=<W- 

~~  £«-.  v/~ ■ 

266. 

17. 

'(» 

278. 

2, 

1 — Z COS.  9 

s sin. 9 

i-—  az  cos. 

1—  22COS.0  + 21 

302. 

9. 

X 

x1 

1 . 2 

' 

1 .2 

Digitized  by  Google 


r ac  f s. 

1 LIGUES. 

SAUTES. 

CORRECTIONS. 

305. 

18. 

*=-«  , 

310. 

7. 

— cos.x  — y'—tsin.x, 

es  cos.  x — y/H7sin.  x , 

317. 

3. 

6 y/—' 

320. 

1. 

Ung.  y/ZZl 

^arc  tang.  — ^ j /— 

387. 

19. 

1 

i 

l(»  —1 

443. 

9. 

du  théorème 

dn  6.*  théorème 

445. 

22. 

H 

K 

526. 

12. 

v * X 1 X * 

X'  , X, . X. 

536. 

9. 

n -t~  m*  — i 

n-\-m  — i 

574. 

16. 

7’'  + ^’ 

e1”  -4-  e~,r 

2 

1 

Digitized  by  Google 


COURS  D’ANALYSE 


DE 


L’ECOLE  ROYALE  POLYTECHNIQUE. 


PRELIMINAIRES 


Revue  des  diverses  espèces  de  quantités  réelles 
que  l’on  considère , soit  en  algèbre , soit  en  trigo- 
nométrie, et  des  notations  à l’aide  desquelles  on 
les  représenté.  Des  moyennes  entre  plusieurs 
quantités. 


Pour  éviter  toute  espèce  de  confusion  dans  le 
langage  et  l’écriture  algébriques , nous  allons  fixer 
dans  ces  préliminaires  la  valeur  de  plusieurs  termes 
et  de  plusieurs  notations  que  nous  emprunterons 
soit  à l’algèbre  ordinaire , soit  à la  trigonométrie. 
Les  explications  que  nous  donnerons  à ce  sujet 
sont  nécessaires , pour  que  nous  ayons  la  certitude 
d etre  parfaitement  compris  de  ceux  qui  liront  cet 
ouvrage.  Nous  allons  indiquer  d’abord  quelle  idée 
il  nous  paroit  convenable  d’attacher  à ces  deux 
mots,  nombre  et  quantité. 

Nous  prendrons  toujours  la  dénomination  de  , 
TOM.  1 . A 
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nombres  dans  le  sens  où  on  l'emploie  en  arithmé- 
tique , en  faisant  naître  les  nombres  de  la  mesure 
absolue  des  grandeurs;  et  nous  appliquerons  uni- 
quement la  dénomination  de  quantités  aux  quan- 
tités réelles  positives  ou  négatives,  c’est-à-dire, 
aux  nombres  précédés  des  signes  -+-  ou  — . De 
plus,  nous  regarderons  les  quantités  comme  des- 
tinées à exprimer  des  accroisseinens  ou  des  dimi- 
nutions ; en  sorte  qu’une  grandeur  donnée  sera 
simplement  représentée  par  un  nombre,  si  l’on  se 
contente  de  la  comparer  à une  autre  grandeur  de 
même  espèce  prise  pour  unité,  et  par  ce  nombre 
précédé  du  signe  -+-  ou  du  signe  — , si  on  la  consi- 
dère comme  devant  serv  ir  à l’accroissement  ou  à 
la  diminution  d’une  grandeur  fixe  de  la  même  es- 
pèce. Cela  posé,  le  signe  -+-  ou  — placé  devant 
un  nombre  en  modifiera  la  signification , à-peu-près 
comme  un  adjectif  modifie  celle  du  substantif.  Nous 
appellerons  valeur  numérique  d’une  quantité  le 
nombre  qui  en  fait  la  base,  quantités  égales  celles 
qui  ont  le  même  signe  avec  la  même  valeur  numé- 
rique , et  quantités  opposées  deux  quantités  égales 
quant  à leurs  valeurs  numériques , mais  affectées  de 
signes  contraires.  En  partant  de  ces  principes,  il  est 
facile  de  rendre  compte  des  diverses  opérations  que 
l’on  peut  faire  subir  aux  quantités.  Par  exemple , 
deux  quantités  étant  données,  on  pourra  toujours 
en  trouver  une  troisième  qui,  prise  pour  accroisse- 
ment d’un  nombre  fixe,  si  elle  est  positive,  et  pour 
diminution  dans  le  cas  contraire,  conduise  au  même 
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résultat  que  les  deux  quantités  données,  employées 
l’une  après  l’autre  à pareil  usage.  Cette  troisième 
quantité,  qui  à elle  seule  produit  le  même  effet  que 
les  deux  autres,  est  ce  qu’on  appelle  leur  somme. 
Ainsi  les  deux  quantités  — i o et  -4-  7 ont  pour 
somme  — 3 , attendu  qu’une  diminution  de  1 o uni- 
tés, jointe  à une  augmentation  de  7 unités,  équi- 
vaut à une  diminution  de  3 unités.  Ajouter  deux 
quantités,  c’est  former  leur  somme.  La  différence 
entre  une  première  quantité  et  une  seconde,  c’est 
une  troisième  quantité  qui,  ajoutée  à la  seconde, 
reproduit  la  première.  Enfin,  on  dit  qu’une  quan- 
tité est  plus  grande  ou  plus  petite  qu’une  autre  , 
suivant  que  la  différence  de  la  première  à la  seconde 
est  positive  ou  négative.  D’après  cette  définition, 
les  quantités  positives  surpassent  toujours  les  quan- 
tités négatives , et  celles-ci  doivent  être  considérées 
comme  d’autant  plus  petites  que  leurs  valeurs  nu- 
mériques sont  plus  grandes. 

Eri  algèbre  , on-  représente  non  - seulement  les 
nombres,  mais  aussi  les  quantités,  par  des  lettres/ 
Comme  on  est  convenu  de  ranger  les  nombres 
absolus  dans  la  classe  des  quantités  positives  r on 
peut  désigner  la  quantité  positive  qui  a pour  valeur 
numérique  le  nombre  A , soit  par  -+-  A , soit  par  A 
seulement , tandis  que  la  quantité  négative  opposée 
se  trouve  représentée  par — A.  De  même,  dans  le r 
cas  où  la  lettre  a représente  une  quantité,  on  est 
convenu  de  regarder  comme  synonymes  les  deur 
expressions  fl  et  et  de  représenter  par --a 
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la  quantité  opposée  à Ces  remarques  suffisent 
pour  établir  ce  qu’on  appelle  la  règle  des  signes 
[voyez  la  note  I.re], 

On  nomme  quantité  variable  celle  que  l’on  con- 
sidère comme  devant  recevoir  successivement  plu- 
sieurs valeurs  différentes  les  unes  des  autres.  On 
désigne  une  semblable  quantité  par  une  lettre  prise 
ordinairement  parmi  les  dernières  de  l’alphabet. 
On  appelle  au  contraire  quantité  constante , et  on 
désigne  ordinairement  par  une  des  premières  lettres 
de  l’alphabet  toute  quantité  qui  reçoit  une  valeur 
fixe  et  déterminée.  Lorsque  les  valeurs  successive- 
ment attribuées  à une  même  variable  s’approchent 
indéfiniment  d’une  valeur  fixe,  de  manière  à finir 
par  en  différer  aussi  peu  que  l’on  voudra , cette 
dernière  est  appelée  la  limite  de  toutes  les  autres. 
Ainsi,  par  exemple,  un  nombre  irrationnel  est  la 
limite  des  diverses  fractions  qui  en  fournissent  des 
valeurs  de  plus  en  plus  approchées.  En  géométrie , 
la  surface  du  cercle  est  la  limite  vers  laquelle  con- 
vergent les  surfaces  des  polygones  inscrits,  tandis 
que  le  nombre  de  leurs  côtés  croit  de  plus  en  plus  ; 
&c * 

Lorsque  les  valeurs  numériques  successives  d’une 
même  variable  décroissent  indéfiniment,  de  manière 
à s’abaisser  au-dessous  de  tout  nombre  donné,  cette  , 
variable  devient  ce  qu’on  nomme  un  infiniment  petit 
ou  une  quantité  infiniment  petite.  Une  variable  de 
cette  espèce  a zéro  pour  limite. 

<4  Lorsque  les  valeurs  numériques  successives 
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d’une  même  variable  croissent  de  plus  en  plus,  de 
manière  à s’élever  au-dessus  de  tout  nombre  donné, 
on  dit  que  cette  variable  a pour  limite  l 'infini positif, 
indiqué  par  le  signe  oo  , s’il  s’agit  d’une  variable 
positive , et  l 'infini  négatif,  indiqué  par  la  notation 
— oo  , s’il  s’agit  d’une  variable  négative.  Les  infinis 
positif  et  négatif  sont  désignés  conjointement  sous 
le  nom  de  quantités  infinies. 

Les  quantités  qui  se  présentent,  dans  le  calcul, 
comme  résultats  d’opérations  faites  sur  une  ou  plu- 
sieurs autres  quantités  constantes  ou  variables,  peu- 
vent être  divisées  en  plusieurs  espèces  suivant  la 
nature  des  opérations  qui  les  produisent.  C’est  ainsi 
que  l’on  distingue  en  algèbre  les  sommes  et  diffé- 
rences, les  produits  et  quotiens , les  puissances  et 
racines,  les  exponentielles  et  les  logarithmes;  en 
trigonométrie,  les  sinus  et  cosinus,  sécantes  et  co- 
sécantes, tangentes  et  cotangentes,  et  les  arcs  de 
cercle  dont  une  ligne  trigonométrique  est  donnée. 
Pour  bien  comprendre  ce  qui  est  relatif  «à  ces  der» 
nières  espèces  de  quantités , il  est  nécessaire  de  se 
rappeler  les  principes  suivans. 

Une  longueur,  comptée  sur  une  ligne  droite  ou 
courbe,  peut  être,  comme  toute  espèce  de  grandeurs, 
représentée  soit  par  un  nombre,  soit  par  une  quan- 
tité, savoir:  par  un  nombre,  lorsqu’on  a simplement 
égard  à la  mesure  de  cette  longueur,  et  par  une 
quantité,  c’est-à-dire,  par  un  nombre  précédé  du 
signe  -h  ou  — , lorsque  l’on  considère  la  longueur 
dout  il  s’agit  comme  portée , à partir  d’uu  point  fixe* 
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sur  la  ligne  donnée  dans  un  sens  ou  dans  un  autre, 
pour  servir  soit  à l’augmentation  soit  à la  diminu- 
tion d’une  autre  longueur  constante  aboutissant  à 
ce  point  fixe.  Le  point  fixe  dont  il  est  ici  question , 
et  à partir  duquel  on  doit  porter  les  longueurs  va- 
riables désignées  par  des  quantités , est  ce  qu’on  ap- 
pelle l 'origine  de  ces  mêmes  longueurs.  Deux  lon- 
gueurs comptées  à partir  d’une  origine  commune , 
mais  en  sens  contraires,  doivent  être  représentées 
par  des  quantités  de  signes  différons.  On  peut  choisir 
à volonté  le  sens  dans  lequel  on  doit  compter  les 
longueurs  désignées  par  des  quantités  positives  ; 
mais,  ce  choix  une  fois  fait,  il  faudra  nécessairement 
compter  dans  le  sens  opposé  les  longueurs  qui 
seront  désignées  par  des  quantités  négatives. 

Dans  un  cercle  dont  le  plan  est  supposé  verti- 
cal , on  prend  ordinairement  pour  origine  des  arcs 
l’extrémité  du  rayon  tiré  horizontalement  de  gauche 
à droite  ; et  c’est  en  s’élevant  au-dessus  de  ce  point 
que  l’on  compte  les  arcs  positifs,  c’est-à-dire,  ceux 
que  l’on  désigne  par  des  quantités  positives.  Dans 
le  même  cercle , lorsque  le  rayon  se  réduit  à l’unité, 
le  sinus  d’un  arc , c’est-à-dire , la  projection  sur  le 
diamètre  vertical  du  rayon  qui  passe  par  l’extrémité 
de  cet  arc , se  compte  positivement  de  bas  en  haut 
et  négativement  en  sens  contraire,  à partir  du  centre 
du  cercle  pris  pour  origine  des  sinus.  La  tangente 
se  compte  positivement  dans  le'  même  sens  que  le 
sinus , mais  à partir  de  l’origine  des  arcs  et  sur  la 
verticale  menée  par  cette  origine.  Enfin , la  sécante 
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se  compte  à partir  du  centre  sur  le  rayon  mené  à 
l’extrémité  de  l’arc  que  l’on  considère,  et  positive- 
ment dans  le  sens  de  ce  rayon. 

Souvent  lo  résultat  d’une  opération  effectuée  sur 
une  quantité  peut  avoir  plusieurs  valeurs  différentes 
les  unes  des  autres.  Lorsque  nous  voudrons  dési- 
gner indistinctement  une  quelconque  de  ces  valeurs, 
nous  nous  servirons  de  notations  dans  lesquelles  la 
quantité  sera  entourée  de  doubles  traits  ou  de 
doubles  parenthèses;  et  nous  réserverons  la  notation 
ordinaire  pour  la  valoir  la  plus  simple  ou  celle  qui 
paraîtra  mériter  davantage  d’être  remarquée.  Ainsi, 
par  exemple,  a étant  une  quantité  positive,  la  racine 
carrée  de  cette  quantité  aura  deux  valeurs  numé- 
riquement égales  , mais  de  signes  contraires , dont 
l’une  quelconque  sera  exprimée  par  la  notation 

» 

((«))*  <>u  V^a> 

tandis  que  la  valeur  positive  seule  sera  représentée 
par 

# » ou  Y a \ 
en  sorte  qu’on  aura 

(1)  Y'a  — ± /a,  • • 
ou , ce  qui  revient  au  même , 

(2)  ((«))>  =d=  a K 

De  même  encore,  si  l’on  représente  par  a une  quan- 
tité positive  ou  négative,  la  notation 

arc  siru  ((«))  OU  arc  tang.  ((a)) 
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désignera  un  quelconque  des  arcs  qui  ont  la  quan- 
tité a pour  sinus  ou  pour  tangente , tandis  que  la 
notation 

arc  sin.  (a)  OU  arc  tang.  (rt) 

indiquera  seulement  celui  de  ces  arcs  qui  a la  plus 
petite  valeur  numérique.  A l’aide  de  ces  conven- 
tions, on  évite  la  confusion  que  pourrait  entraîner 
l’emploi  de  signes  dont  la  valeur  n’aurait  pas  été  dé- 
terminée d’une  manière  assez  précise.  Afin  de  lever 
à cet  égard  toute  difficulté,  vais  présenter  ici  le 
tableau  des  notations  dont  nous  ferons  usage  pour 
exprimer  les  résultats  des  opérations  algébriques  ou 
trigonométriques. 

La  somme  de  deux  quantités  sera  indiquée  à l’or- 
dinaire par  la  juxtaposition  de  ces  deux  quantités , 
chacune  d’elles  étant  exprimée  par  une  lettre  précé- 
dée du  signe  -+-  ou  -r- , que  l’on  pourra  supprimer 
( si  c’est  le  signe  h-)  devant  la  première  lettre  seu- 
lement. Ainsi 

-f-«  -+-Z»  ou  simplement  «+A 

désignera  la  somme  des  deux  quantités  a , -+-b; 

et 

-+-  a — b ou  simplement  a — b 

désignera  la  somme  des  deux  quantités  -+- a , — b, 
équivalente  à la  différence  des  deux  quantités  -f-  a , 
-+-b. 

On  indiquera  l’égalité  des  deux  quantités  a . et  b 
par  le  signe  = interposé  entre  elles , comme  il  suit 
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a = b ; 

et  l’on  exprimera  que  la  première  surpasse  la  se- 
conde, c’est-à-dire,  que  la  différence  a — b est  po- 
sitive, en  écrivant 

a > b ou  b < a. 

Nous  représenterons  encore  à l’ordinaire  par 
-y-a  x -+-b , ou  simplement  a.  b,  ou  a b 
le  produit  des  deux  quantités  -t -a , -y- b;  et  par 
ou  a : b 

leur  quotient. 

Soient  maintenant  m et  n deux  nombres  entiers, 
A un  nombre  quelconque,  et  a,  b deux  quantités 
quelconques  positives  ou  négatives. 

A”,  Ai  =</A,  A*?,  Ab 

représenteront  les  quantités  positives  qu’on  obtient 
en  élevant  le  nombre  A à des  puissances  respecti- 
vement marquées  par  les  exposans 


et 


la  quantité  positive  ou  négative  que  produit  l’élé- 
vation de  la  quantité  a à la  puissance  ± m.  Quant 
aux  notations 
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nous  nous  en  servirons  pour  exprimer  non-seule- 
ment les  valeurs  positives  ou  négatives , lorsqu’il  en 
existe,  des  puissances  de  la  quantité  a marquées  par 
les  cxposans 


mais  encore  les  valeurs  imaginaires  de  ces  memes 
puissances  [voyez  ci -après,  chap.  VII,  ce  qu’on 
entend  par  expressions  imaginaires ].  U est  bon 
d’observer  que,  si  l’on  désigne  par  A la  valeur  nu- 
mérique de  a,  et  si  l’on  suppose  la  fraction  --  ré- 
duite à sa  plus  simple  expression  , la  puissance 

MT” 

aura  une  seule  valeur  réelle  positive  ou  négative  » 
savoir , 

n m 

-h  A n ou  — A " f 

lorsque  — sera  une  fraction  de  dénominateur  impair; 

tandis  quelle  admettra  les  deux  valeurs  réelles  dont 
on  vient  de  parler,  ou  quelle  n’en  admettra  aucune, 

si  — est  une  fraction  de  dénominateur  pair.  On  peut 
faire  une  semblable  remarque  à legard  de  l’expres- 
sion 

M-*- 

Dans  le  cas  particulier  où,  la  quantité  a étant  posi- 
tive, on  suppose  ~ l’expression  ((«))*  n’a 
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que  deux  valeurs  réelles  l’une  et  l’autre,  et  données 
par  la  formule  (2),  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
par  la  formule  ( 1 ). 

Les  notations 

1{B),  L(B),  L'(B) , &c.... 

indiquei'ont  les  logarithmes  réels  du  nombre  B dans 
différens  systèmes  ; tandis  que  chacune  des  sui- 
vantes 

/((A)),  L((b))r  Z/ ({*)),  &c. ... 

pourra  servir  à désigner , outre  le  logarithme  réel 
de  la  quantité  b,  lorsqu’il  existe,  un  quelconque  des 
logarithmes  imaginaires  de  cette  même  quantité 
[voy.  ci-après,  chap.  IX,  ce  qu’on  entend  par  loga- 
rithmes imaginaires  ]. 

Eh  trigonométrie, 

sin.  a,  cos  .a,  tang.  a,  cot  .a,  sec.  fl,  cosec.  a,  - 

siv.  a,  cosiv.  a, 

exprimeront  respectivement  le  sinus,  le  cosinus , 
la  tangente,  la  cotangente , la  sécante,  la  cosécante, 
le  sinus  verse  ou  le  cosinus  verse  de  l’arc  a;  et  les 
notations 

arc  sin.  ((a)),  arc  cos.  ((a)),  arc  tang.  ((a)) , arc  cot.  ((a)), 

arc  sec.  ((û)),  arc  cosec.  (^(a)) , 

indiqueront  un  quelconque  des  arcs  qui  ont  la 
quantité  a pour  sinus,  ou  cosinus,  ou  tangente, 
ou  cotangente , ou  sécante  , ou  cosécante.  Nous 
nous  servirons  des  notations  simples 
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arc  sin.  («) , arc  cos.  ( a ) , arc  tang.  (a) , arc  cot.  (a) , 

arc  sec.  (a)  , arc  coséc.  :V/j , 

ou  même,  en  supprimant  tout-à-fait  les  parenthèses, 
des  notations  suivantes 

arc  sin.  a,  arc  cos.  a,  arc  tang.  a , arc  cot.  a, 

arc  sec.  a,  arc  cosec.  a, 

lorsque,  parmi  les  arcs  dont  une  ligne  trigonomé- 
trique  est  égale  à a,  nous  voudrons  désigner  celui 
qui  a la  plus  petite  valeur  numérique,  ou,  si  ces 
arcs  sont  deux  à deux  égaux  et  de  signes  contraires, 
celui  qui  a la  plus  petite  valeur  positive.  En  con- 
séquence , 

arc  sin.  a,  arc  tang.  a,  arc  cot.  a , arc  coséc,  tt , 

indiqueront  des  arcs  positifs  ou  négatifs,  mais  com- 
pris entre  les  limites 


7r  désignant  la  demi-circonférence  dans  le  cercle, 
qui  a pour  rayon  l’unité  ; tandis  que 

arc  cos.  a,  arc  sec.  Cl, 

indiqueront  des  arcs  positifs  compris  entre  les  limites 
o et  vr. 

En  vertu  des  conventions  que  l’on  vient  d’établir, 
si  l’on  désigne  par  k un  nombre  entier  arbitraire,  on 
aura  évidemment , pour  des  valeurs  quelconques 
positives  ou  négatives  de  la  quantité  a, 
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arc  sin.  ((«))  ± — arc  sin.  aj  ± ik'X  , 

are  cos.  ((a))  = ± arc  cos.  a ± 2 X*  7T , 
arc  tang.  ((a))  = arc  tang.  a ± X*  7T , 

. T 

arc  cos.  a -4-  arc  sin.  CL  — — , 

2 

\ 

arc  cosec.  a -H  arc  sec.  a = — . 

' 2 

Oa  trouvera  déplus,  pour  des  valeurs  positives  de  a. 


(4)  arc  cot.  et -l- arc  tang.  a ^ 

et,  pour  des  valeurs  négatives  de  a, 


(5) 


arc  cot.  a -t-  arc  tansr.  a = . 

° î 


Lorsqu’une  quantité  variable  converge  vers  une 
limite  fixe,  il  est  souvent  utile  d’indiquer  cette  limite 
par  une  notation  particulière  ; c’est  ce  que  nous 
ferons,  en  plaçant  l’abréviation 

lim. 


devant  la  quantité  variable  dont  il  s’agit.  Quelque- 
fois , tandis  qu’une  ou  plusieurs  variables  convergent 
vers  des  limites  fixes,  une  expression  qui  renferme 
ces  variables  converge  à -la -fois  vers  plusieurs 
limites  différentes  les  unes  des  autres.  Nous  indique- 
rons alors  une  quelconque  de  ces  dernières  limites  , 
à l’aide  de  doubles  parenthèses  placées  à la  suite  de 
l’abréviation  lim. , de  manière  à entourer  l’expres- 
sion que  l’on  considère.  Supposons,  pour  fixer  les 
idées , qu’une  variable  positive  ou  négative  repré- 
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sentée  par  x converge  vers  la  limite  i , et  dési- 
gnons par  A un  nombre  constant  : il  sera  facile  de 
s’assurer  que  chacune  des  expressions 

lira.  (A1),  lim.  (sin.  .r) 
a une  valeur  unique  déterminée  par  1 équation 
lim.  ( Ax ) = i-, 
ou  lim.  (sin.  x)  = o; 
tandis  que  l’expression 

Km-  ((t))  • 

admet  deux  valeurs,  savoir,  -+-  oo  , — oc  , et 
lim.  ((sin.-^)) 

une  infinité  de  valeurs  comprises  entre  les  limites 
— i et  -t-  i. 

Nous  allons  terminer  ces  préliminaires  en  présen- 
tant , sur  les  quantités  moyennes , plusieurs  théo-  * 
rèmes  dont  la  connaissance  nous  sera  fort  utile 
dans  la  suite  de  cet  ouvrage.  On  appelle  moyenne 
entre  plusieurs  quantités  données  une  nouvelle 
quantité  comprise  entre  la  plus  petite  et  la  plus 
grande  de  celles  que  l’on  considère.  D’après  cette 
définition,  il  est  clair  qu’il  existe  une  infinité  de 
moyennes  entre  plusieurs  quantités  inégales , et 
que  la  moyenne  entre  plusieurs  quantités  égales  se 
confond  avec  chacune  d’elles.  Cela  posé,  on  éta- 
blira facilement,  ainsi  qu’on  peut  le  voir  dans  la 
note  II.',  les  propositions  suivantes. 
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1."  Théorème.  Soient  b,  b',  b"  ....plusieurs 
quantités  de  même  signe  eh  nombre  n,  et  a,  a,  a"... 
des  quantités  quelconques  en  nombre  égal  à celui 
des  premières.  La  fraction 


a.  + a'  a"  &c.  . . 
4 + 4'  + i"-l-  &c.. . . 


sera  moyenne  entre  les  suivantes 


a 

T ’ 


a‘ 

bT  ’ 


-Jr. 


Corollaire.  Si  l’on  suppose 


b = b'  = b" 


...=  i 


J 


on  conclura  du  théorème  précédent  que  la  quantité 

o>  H-  G1  -f-  — H &c,  • • • 

n 

est  moyenne  entre  les  suivantes 


, a,  a,  a"  ...  &c. . . . 

Cette  espèce  particulière  de  moyenne  est  ce  qu’on 
nomme  une  moyenne  arithmétique. 

2.*  Théorème.  Soient  a,  a',  a" ; b,  b', 

b"  ....  deux  suites  de  nombres  pris  a volonté;  et 
formons  avec  ces  deux  suites , que  nous  supposons 
renfermer  chacune  un  nombre  n de  termes , les 
racines 

B B'  B" 

y a,  y A',  y a",  &c. 


B-hB'+B’^.. 

AA' A"...  sera  une  nouvelle  racine 
moyenne  entre  toutes  les  auti'cs* 
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Corollaire.  Si  l’on  prend 

B = B'=B"...=  i, 
on  trouvera  (pie  la  quantité  positive 

j/A  A'  A" 

est  moyenne  entre  les  suivantes  ' 

A,  A',  A"  .... 

Cette  moyenne,  d’une  espèce  particulière , est  celle 
que  l’on  nomme  moyenne  géométrique. 

3.'  Théorème  Les  mêmes  choses  étant  posées 
que  dans  le  théorème  i.tr , si  a , a , a"  ....  dé- 
signent encore  des  quantités  de  même  signe , la 
fraction 

a a -4-  a.'  a'  -+-  et"  a"  -+-  &c. . . . 
cl  b -t-  a.'  b'  a."  h"  -t-  &c. . . . 

sera  moyenne  entre  les  suivantes 

a a'  a"  . 

~b  ’ ~F  ’ 1"  * ^ — 

Corollaire.  Si  l’on  suppose 
b = b'  = b"  ....=  i, 

on  conclura  du  théorème  précédent  que  la  somme 

t t lltl  Q 

a et  a eu  a et  &c. . , . 
est  équivalente  au  produit  de 

(t  + CL  H-  cC  *+•  &C.  . . . 

par  une  moyenne  entre  les  quantités  a,  a,  a", &c. . . 
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Pour  abréger,  lorsque  nous  voudrons  désigner 
une  moyenne  entre  plusieurs  quantités  a,  a1,  a ..., 
nous  nous  servirons  de  la  notation 


M ( a / a , a" 

Cela  posé,  les  théorèmes  qui  précèdent  et  leurs 
corollaires  se  trouveront  compris  dans  les  formules 


(9)  VA  A = M{A,  a\  a " ....), 


/ \ aoL-i-a'  et'-^-a"  , , ( a a'  a"  N 

\IOJ  M \T  ’ ~br  > ~b"  ' • 

(1  ij  flct-t-fl  et  -t-fl  d,  -t-. -t-ct, 1 jd" 

Dans  ces  formules  , 

a,  a',  a"  ...;  b,  b',  b"  ...  ; et,  au',  a."  .... 

représentent  trois  suites  de  quantités , et 

A,  A',  A"  ....;  B,  B',  B " .... 

deux  suites  de  nombres  formées  chacune  de  n 
termes  différons.  La  troisième  suite  est , ainsi  que  la 
seconde  , uniquement  composée  de  quantités  de 
même  signe. 

La  notation  que  nous  venons  d’adopter  fournit 
le  moyen  d’exprimer  qu’une  quantité  est  comprise 
TOM.  1 . B 
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entre  deux  limites  données.  En  effet,  toute  quantité 
comprise  entre  les  limites  a,  b étant  une  moyenne 
entre  ces  mêmes  limites , on  pourra  la  désigner  par 

M {a,  b). 

Ainsi , par  exemple , toute  quantité  positive  pourra 
être  représentée  par  M ( o , oo),  toute  quantité  né- 
gative par  M ( — oo  , o ) , et  toute  quantité  réelle 
par  M ( — oo  , + oo  ).  Lorsque  nous  voudrons 
indiquer  indistinctement  une  quelconque  des  quan- 
tités renfermées  entre  les  limites  a çt  b,  nous  dou- 
blerons les  parenthèses , et  nous  écrirons 

M((a,  b)). 

Par  exemple , si  l’on  suppose  que  la  variable  x con- 
verge vers  zéro , l’on  aura 

lim.  sin.  = i , + i)); 

attendu  que  l’expression  lim.  sin.  admettra 

une  infinité  de  valeurs  comprises  entre  ko  valeurs 
extrêmes  — i et  1 . 
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* * ‘ t 

PREMIÈRE  PARTIE. 

» ' I 


ANALYSE  ALGÉBRIQUE. 

, CHAPITRE  I." 

/. 

DES  FONCTIONS  REELLES. 


5-  1.*'  Considérations  générales  sur  les  Fonctions. 

Lorsque  des  quantités  variables  sont  tellement 
liées  entre  elles  que , la  valeur  de  l’une  d’elles  étant 
donnée , on  puisse  en  conclure  les  valeurs  de  toutes 
’ les  autres , on  conçoit  d’ordinaire  ces  diverses  quan- 
tités exprimées  au  moyen  de  l’une  d’entre  elles,  qui 
prend  alors  le  nom  de  variable  indépendante  ; et  les 
autres  quantités  exprimées  au  moyen  de  la  variable 
indépendante  sont  ce  qu’on  appelle  des  fonctions  de 
cette  variable. 

Lorsque  des  quantités  variables  sont  tellement 

liées  entre  elles  que , les  valeurs  de  quelques-unes 

4 étant  données , on  puisse  en  conclure  celles  de 

toutes  les  autres,  on  conçoit  ces  diverses  quantités 

exprimées  au  moyen  de  plusieurs  d’entre  elles,  qui 

prennent  alors  le  nom  de  variables  indépendantes p 

* 

B 
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et  les  quantités  restantes , exprimées  au  moyen  des 
variables  indépendantes , sont  ce  qu’on  appelle  des 
fonctions  de  ces  mêmes  variables. 

Les  diverses  expressions  que  fournissent  l’algèbre 
et  la  trigonométrie , lorsqu’elles  renferment  des  va- 
riables considérées  comme  indépendantes , sont 
autant  de  fonctions  de  ces  mêmes  variables.  Ainsi , 
par  exemple , 

T j j j Sin.  X p &C.  » • » y 

sont  des  fonctions  de  la  variable  oc  ; 

oc  y p oc y p oc  y z p &c. . . , 

des  fonctions  des  variables  oc  et  y , ou  x,  y et  z,  &c... 

• Lorsque  des  fonctions  d’une  ou  de  plusieurs  va- 
riables se  trouvent , comme  dans  les  exemples  pré- 
cédens,  immédiatement  exprimées  au  moyen  de  ces 
mêmes  variables , elles  sont  nommées  fonctions  ex- 
plicites. Mais , lorsqu’on  donne  seulement  les  rela- 
tions entre  les  fonctions  et  les  variables,  c’est-à-dire, 
les  équations  auxquelles  ces  quantités  doivent  satis- 
faire , tant  que  ces  équations  ne  sont  pas  résolues 
algébriquement , les  fonctions,  n’étant  pas  exprimées 
' immédiatement  au  moyen  des  variables,  sont  appe- 
lées fonctions  implicites.  Pour  les  rendre  explicites, 
il  suffit  de  résoudre,  lorsque  cela  se  peut,  les  équa- 
tions qui  les  déterminent.  Par  exemple , y étant  une 
fonction  implicite  de  x déterminée  par  l’équation 

L (y) -x, 

si  l’on  nomme  A la  base  du  système  de  logarithmes 
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que  l’on  considère  , la  même  fonction , devenue 
explicite  par  la  résolution  de  l'équation  donnée,  sera 


Lorsqu’on  veut  désigner  une  fonction  explicite 
d’une  seule  variable  x ou  de  plusieurs  variables  x, 
y , z ...  y sans  déterminer  la  nature  de  cette  fonc- 
tion,, on  emploie  l’une  des  notations 

,/(*)»  <?(•*)»  X(*)>  +(*)•  *»(*)»  •••  &c 

f(x,  y,  z ...),  F(x,  y,  z ...),  Q(x,  y,  z ...),  &c...  • 

Pour  qu’une  fonction  d’une  seule  variable  soit 
complètement  déterminée , il  est  nécessaire  et  il 
. suffit  que  de  chaque  valeur  particulière  attribuée  à 
la  variable  on  puisse  déduire  la  valeur  correspon- 
dante de  la  fonction.  Quelquefois , pour  chaque 
valeur  de  la  variable , la  fonction  donnée  en  obtient 
plusieurs  différentes  les  unes  des  autres.  Confor- 
mément aux  conventions  adoptées  dans  les  préli- 
minaires, nous  désignerons  d’ordinaire  ces  valeurs 
multiples  d’une  fonction.  par  des  notations  dans  les- 
quelles la  variable  sera  entourée  de  doubles  traits 
ou  de  doubles  parenthèses.  Ainsi , par  exemple , 

arc  sin.  M ' , 

indiquera  un  quelconque  des  arcs  qui  ont  x pour 
sinus , 

X = dr  x 

l’une  quelconque  des  deux  racines  carrées  de  la 
variable  x supposée  positive,  &c.... 
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A 

§.  2.'  Des  Fondions  simples. 

Parmi  les  fonctions  d’une  variable  x,  on  appelle 
simples  celles  qui  résultent  d’une  seule  opération 
effectuée  sur  cette  variable.  Les  fonctions  simples 
que  l’on  considère  ordinairement  en  analyse  sont 
en  très-petit  nombre , et  se  rapportent  les  unes  à 
l’algèbre,  les  autres  à la  trigonométrie.  L’addition 
et  la  soustraction , la  multiplication  et  la  division , 
l’élévation  aux  puissances  et  l’extraction  des  racines, 
enfin  la  formation  des  exponentielles  et  des  loga- 
rithmes, produisent  les  fonctions  simples  qui  se 
rapportent  à l’algèbre.  En  conséquence , si  l’on  dé- 
signe par  A un  nombre  constant , et  par  a = ± A 
une  quantité  constante  , les  fonctions  algébriques 
simples  de  la  variable  x seront 

a-*-x,  a — x,  ax,  x*,  A*,  L(x). 

Nous  ne  tenons  pas  ici  compte  des  racines  , parce 
qu’on  peut  toujours  les  ramener  aux  puissances. 
Quant  aux  fonctions  simples  qui  se  rapportent  à la 
trigonométrie , on  pourrait  en  compter  un  grand 
, nombre,  si  l’on  rangeait  parmi  les  fonctions  simples 
toutes  les  lignes  trigonométriques , et  les  arcs  qui 
correspondent  à ces  mêmes  lignes  ; mais  nous  les 
réduirons  aux  quatre  suivantes 

sin.  X , cos.  X f 

i *■'  ' 

*arc  sin.  X t arc  cos.  X ; 
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et  nous  mettrons  au  nombre  des  fonctions  composées 
les  autres  lignes  trigonométriques  tang.  x,  séc.  x , &c. 
avec  les  arcs  correspondans  , arc  tang.  x , arc  séc.  x , 

&c ; attendu  que  ces  dernières  lignes  peuvent 

toujours  être  exprimées  par  le  moyen  du  sinus  et 
du  cosinus.  Nous  pourrions  même,  à la  rigueur,  ré- 
duire les  deux  fonctions  simples  sin.  x et  cos.  x à 
une  seule  , puisqu’elles  sont  liées  entre  elles  par 
J’équation  sin.1  x -+•  cos.1  x = i ; mais  1 emploi  de 
ces  deux  fonctions  est  si  fréquent,  qu’il  est  utile  de 
les  conserver  toutes  deux  à- la- fois  dans  le  calcul 
comme  fonctions  simples. 


5-  3.*  Des  Fondions  composées. 

Les  fonctions  qui  se  déduisent  d’une  variable  à 
l’aide  de  plusieurs  opérations  prennent  le  nom  de 
fonctions  composées  ; et  l’on  distingue  parmi  ces  der- 
nières les  fonctions  de  fonctions  qui  résultent  de 
plusieurs  opérations  successives,  la  première  opé- 
ration étant  effectuée  sur  la  variable  , et  chacune 
des  autres  sur  le  résultat  de  l’opération  précédente* 
En  vertu  de  ces  définitions, 

x* , yx,  , &c. 

sont  des  fonctions  composées  de  la  variable  x ; et 

/(sin.  X ) , /(cos.  xf  &C. . . . 

des  fonctions  de  fonctions , dont  chacune  résulte  de 
deux  opérations  successives* 


; 
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Les  fonctions  composées  se  distinguent  les  unes 
des  autres  par  la  nature  des  opérations  qui  les  pro- 
duisent. Il  semble  que  l’on  devrait  nommer  fonctions 
algébriques  toutes  celles  que  fournissent  les  opéra- 
tions de  l’algèbre  ; mais  on  a réservé  particulièrement 
ce  nom  à celles  que  l’on  forme  en  n’employant  que 
les  premières  opérations  algébriques , savoir , l’ad- 
dition et  la  soustraction , la  multiplication'  et  la  di- 
vision , enfin  l’élévation  à des  puissances  fixes;  et, 
dès  qu’une  fonction  renferme  des  exposans  variables 
ou  des  logarithmes , elle  prend  le  nom  de  fonction 
exponentielle  ou  logarithmique. 

Les  fonctions  que  l’on  nomme  algébriques  se 
divisent  en  fonctions  rationnelles  et  fonctions  irra- 
tionnelles. Les  fonctions  rationnelles  sont  celles  dans 
lesquelles  la  variable  ne  se  trouve  élevée  qu  a des 
puissances  entières.  On  appelle  en  particulier  fonc- 
tion entière  tout  polynôme  qui  ne  renferme  que  des 
puissances  entières  de  la  variable , par  exemple , 

a+ix  + cx‘  + &c. . . . , 

et  fonction  fractionnaire  ou  fraction  rationnelle  le 
quotient  de  deux  semblables  polynômes.  Le  degré 
d’une  fonction  entière  de  x est  l’exposant  de  la  plus 
haute  puissance  de  x dans  cette  même  fonction.  La 
fonction  entière  du  premier  degré , savoir , 

a -+•  bx 

s’appelle  aussi  fonction  linéaire,  parce  que,  dans 
l’application  à la  géométrie,  on  s’en  sert  pour  re- 
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présenter  l’ordonnée  d’une  ligne  droite.  Toute  fonc- 
tion entière  ou  fractionnaire  est  par  cela  même 
rationnelle , et  toute  autre  espèce  de  fonction  algé- 
brique est  irrationnelle. 

Les  fonctions  que  produisent  les  opérations  de 
la  trigonométrie  sont  désignées  sous  le  nom  de 
fonctions  trigonométnques  ou  circulaires. 

Les  divers  noms , que  l’on  vient  d’attribuer  aux 
fonctions  composées  d’une  seule  variable,  s’appli- 
quent également  aux  fonctions  de  plusieurs  va- 
riableà,  lorsque  ces  dernières  fonctions  jouissent, 
par  rapport  à chacune  des  variables  quelles  ren- 
ferment , des  propriétés  que  supposent  les  noms 
dont  il  s’agit.  Ainsi , par  exemple , tout  polynôme , 
qui  ne  contiendra  que  des  puissances  entières  des 
variables  x,  y,  z ... , sera  une  fonction  entière  de 
ces  variables.  On  appelle  degré  de  cette  fonction 
entière  la  somme  des  exposans  des  variables  dans 
le  terme  où  cette  somme  est  la  plus  grande.  Une 
fonction  entière  du  premier  degré , telle  que 

+ + dz  -t-  &c. . . . , 

prend  le  nom  de  fonction  linéaire. 
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CHAPITRE  II. 

Des  Quantités  infiniment  petites  ou  infiniment 
grandes , et  de  la  continuité  des  Fonctions. 
Valeurs  singulières  des  Fonctions  dans  Quelques 
cas  particuliers. 


J.  l.*r  Des  Quantités  infiniment  petites  et  infiniment 

grandes. 

On  dit  qu’une  quantité  variable  devient  infini- 
ment petite , lorsque  sa  valeur  numérique  décroît 
indéfiniment  de  manière  à converger  vers  la  limite 
zéro.  II  est  bon  de  remarquer  à ce  sujet  qu’on  ne 
doit  pas  confondre  un  décroissement  constant  avec 
un  décroissement  indéfini.  La  surface  d’un  polygone 
régulier  circonscrit  à un  cercle  donné  décroît  cons- 
tamment, à mesure  que  le  nombre  des  côtés  aug- 
mente, mais  non  pas  indéfiniment , puisqu’elle  a 
pour  limite  la  surface  du  cercle.  De  même  encore, 
une  variable,  qui  n’admettrait  pour  valeurs  succes- 
sives que  les  différons  termes  de  la  suite 


prolongée  à l'infini , décroîtrait  constamment , mais 
non  pas  indéfiniment,  puisque  ses  valeurs  succes- 
sives convergeraient  vers  la  limite  1.  Au  contraire. 
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une  variable , qui  n’aurait  pour  valeurs  successives 
que  les  différons  termes  de  la  suite 


prolongée  à l’infini , ne  décroîtrait  pas  constamment, 
puisque  la  différence  entre  deux  termes  consécutifs 
de  cette  suite  est  alternativement  positive  et  néga- 
tive ; et  néanmoins  elle  décroîtrait  indéfiniment , 
puisque  sa  valeur  finirait  par  s’abaisser  au-dessous 
de  tout  nombre  donné. 

On  dit  qu’une  quantité  variable  devient  infini - 
ment  grande , lorsque  sa  valeur  numérique  croît 
indéfiniment  de  manière  à converger  vers  la  limite 
oo.  Il  est  encore  essentiel  d’observer  ici  qu’on  ne 
doit  pas  confondre  une  variable  qui  croît  indéfini- 
ment avec  une  variable  qui  croit  constamment.  La 
surface  d’un  polygone  régulier  inscrit  à un  cercle 
donné  croit  constamment,  mais  non  pas  indéfiniment, 
à mesure  que  le  nombre  des  côtés  augmente.  Les 
termes  de  la  suite  naturelle  des  nombres  entiers 

* i ^ , 3 > 4 > 5 * -*  * * 

croissent  constamment  et  indéfiniment. 

Les  quantités  infiniment  petites  et  infiniment 
grandes  jouissent  de  plusieurs  propriétés,  qui  con- 
duisent à la  solution  de  questions  importantes , et 
que  je  vais  exposer  en  peu  de  mots. 

Soit  et  une  quantité  infiniment  petite,  c’est-à-dire, 
une  variable  dont  la  valeur  numérique  décroisse 
indéfiniment.  Lorsque  dans  un  même  calcul  on  fait 


Digitized  by  Google 


28  cours  d’analyse. 

entrer  les  diverses  puissances  entières  de  et,  savoir, 

et,  et* , et3 , &c. . . . , 

ces  diverses  puissances  sont  respectivement  dési- 
gnées sous  ie  nom  d’infiniment  petits  du  premier , 
du  second,  du  troisième  ordre , &c....  En  général, 
on  appelle  infiniment  petit  du  premier  ordre  toute 
quantité  variable  dont  le  rapport  avec  et  converge, 
tandis  que  la  valeur  numérique  de  et  diminue,  vers 
une  limite  finie  différente  de  zéro  ; infiniment  petit 
du  second  ordre  toute  quantité  variable  avec  et,  et 
dont  le  rapport  avec  et1  converge  vers  une  limite 
finie  différente  de  zéro , &c. . . . Cela  posé , si  l’on 
désigne  par  k une  quantité  finie  différente  de  zéro , 
et  par  e un  nombre  variable  qui  décroisse  indéfi- 
niment avec  la  valeur  numérique  de  et,  la  forme 
générale  des  quantités  infiniment  petites  du  premier 
ordre  sera 

k et  ou  du  moins  k cl  ( i ± e ) , 

la  forme  générale  des  quantités  infiniment  petites 
du  second  ordre 

k et1  ou  du  moins  k et’  ( i ± e ) , 

&c , 

enfin  la  forme  générale  des  infiniment  petits  de 
l’ordre  n («  représentant  un  nombre  entier)  sera 

k et”  ou  du  moins  k a”  ( i rtr  6 ). 

On  peut  facilement  établir , à l’égard  de  ces  divers 
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ordres  de  quantités  infiniment  petites , les  théo- 
rèmes suivans. 

1 .er  Théorème.  Si  l’on  compare  l’un  à l’autre 
deux  infiniment  petits  d’ordres  différons , pendant 
que  tous  les  deux  convergeront  vers  la  limite 
zéro , celui  qui  est  de  l'ordre  le  plus  élevé  finira 
par  obtenir  constamment  la  plus  petite  valeur  nu- 
mérique. 

Démonstration.  Soient  en  effet 


Æct”  ( i ±ê) , k' a,”'  ( i ±e') 

deux  infiniment  petits,  l’un  de  l’ordre  n,  fautre  de 
l’ordre  n , et  supposons  n > n ; le  rapport  entre  le 
second  de  ces  infiniment  petits  et  le  premier,  savoir, 


convergera  indéfiniment  avec  et  vers  la  limite  zéro; 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’autant  que  la  valeur 
numérique  du  second  finit  par  devenir  constam- 
ment inférieure  à celle  du  premier. 

2.*  Théorème.  Un  infiniment  petit  de  l’ordre 
n,  c’est-à-dire , de  la  forme 


k et n (i±ê), 


change  de  signe  avec  * , toutes  les  fois  que  n est 
un  nombre  impair,  et  conserve  pour  de  très-petites 
valeurs  numériques  de  a.  le  même  signe  que  la 
quantité  k,  lorsque  n est  un  nombre  pair. 

Démonstration.  En  effet,  dans  la  première 
hypothèse,  et”  change  de  signe  avec  et  ; et  dans  la 
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seconde , cl*  est  toujours  positif.  De  plus , le  signe 
du  produit  Æ(  i db  g)  est  le  même  que  celui  de  le, 
lorsque  g est  très-petit. 

3. '  Théorème.  La  somme  de  plusieurs  infini- 
vient  petits  des  ordres 

/ II 

n , n , n , . . . . 

( n , n ...  désignant  des  nombres  supérieurs  à n'), 
est  un  nouvel  infiniment  petit  de  l’ordre  n. 

D ûmons  tua  ti on.  En  effet , 

h <L”  ( I =b  g ) + k’a.n  ' ( I ± g'  ) -t-  k"<tn"  ( rbfc  g") &c. . . 

=A'cL”[  I rtg-H  kk  1 ±g' j-H-Ç-  0Un"~n(  I ±g")-H&C.] 

=^{t”(l±gI), 

g,  étant  un  nombre  qui  converge  avec  cl  vers  la 
limite  zéro. 

Des  principes  qu’on  vient  d’énoncer  on  déduit 
aisément,  comme  on  va  le  voir,  plusieurs  proposi- 
tions remarquables  qui  se  rapportent  à des  poly- 
nômes ordonnés  suivant  les  puissances  ascendantes 
d’une  quantité  infiniment  petite  cl. 

4. e  Théorème.  Tout  polynôme  ordonné  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  a. , par  exemple , 

a -t- b au -h  CcL*  -h&L c. . . . 

ou  plus  généralement, 

a cl*  •+■  b cLn>  -t-  c dunU  h-  &c.  . . , 

(les  nombres  n , n,  n ....  formant  une  suite  crois - 
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santé) , finit  par  être,  pour  de  très-petites  valeurs 
numériques  de  a. , constamment  do  même  signe  que 
son  premier  terme 

a ou  a a". 

Démonstration.  En  effet,  la  somme  faite  du 
second  terme  et  de  ceux  qui  le  suivent  est , dans 
le  premier  cas,  un  infiniment  petit  du  premier  ordre, 
dont  la  valeur  numérique  finit  par  être  inférieure  à 
celle  de  la  quantité  finie  a , et,  dans  le  second  cas, 
un  infiniment  petit  de  l’ordre  n , qui  finit  par  ob- 
tenir constamment  une  valeur  numérique  inférieure 
à celle  d’un  infiniment  petit  de  l’ordre  n. 

ô.c  Théorème.  Lorsque , dans  le  polynôme  • 

actn  -t- b a,"1  c ot,""  a- &c 

ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a. , 
le  degré  n du  second  terme  est  un  nombre  impair , 
ce  polynôme,  pour  de  très- petites  valeurs  numé- 
riques de  a. , est  tantôt  supérieur  et  tantôt  inférieur 
à son  premier  terme  aa." , suivant  que  la  variable 
« et  le  coefficient  b sont  de  même  signe  ou  de 
signes  contraires. 

Démonstration.  En  effet,  dans  l’hypothèse 
admise,  la  somme  des  termes  qui  suivent  le  premier, 
savoir , 

b(JLn'-h  cctn"H-&c... 

sera,  pour  de  très-petites  valeurs  numériques  de  <t, 
de  même  signe  que  chacun  des  deux  produits  b au”', 
b et.  ... 
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. 6.'  Théorème.  Lorsque,  dans  le  polynôme 

et"  -+-  b cl"'  -+-  c st""  & c. . . . 

ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de  « , 
le  degré  n du  second  terme  est  un  nombre  pair , 
ce  polynôme,  pour  de  très -petites  valeurs  numé- 
riques de  a. , finit  par  devenir  constamment  supé- 
rieur à son  premier  terme,  toutes  les  fois  que  b 
est  positif,  et  constamment  inférieur , toutes  les 
fois  que  b est  négatif 

Démonstration.  En  effet,  clans  l’hypothèse 
admise , la  somme  des  termes  qui  suivent  le  pre- 
mier aura,  pour  de  très-petites  valeurs  numériques 
tte  ot,  le  signe  du  produit  ba,"' , et  par  suite  le 
signe  de  b. 

Corollaire.  En  supposant,  dans  le  théorème 
qui  précède , n = o , on  obtiendra  la  proposition 
suivante. 

7.e  Théorème.  Si,  dans  le  polynôme 
a-r-b  c c”'-*-  col"11  -+-  &c 

ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de  *, 
n désigne  un  nombre  pair  ; parmi  les  valeurs  de 
ce  polynôme  correspondantes  à des  valeurs  infini- 
ment petites  de  «,  celle  qui  correspond  à a — o, 
c’est-à-dire  a,  sera  toujours  la  plus  petite,  lors- 
que b sera  positif,  et  la  plus  grande,  lorsque  b 
sera  négatif. 

Cette  valeurparticulière  du  polynôme,  plus  grande 
ou  plus  petite  que  toutes  les  valeurs  voisines,  est  ce 
qu’on  appelle  un  maximum  ou  un  minimum. 
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Les  propriétés  des  quantités  infiniment  petites 
étant  établies  , on  en  déduit  les  propriétés  ana- 
logues des  quantités  infiniment  grandes,  en  obser- 
vant que  toute  quantité  variable  de  cette  dernière 
espèce  peut  être  représentée  par  -,  cl  désignant 
une  quantité  infiniment  petite.  Ainsi , par  exemple , 
lorsque , dans  le  polynôme 

axm  -+-  bxm~  1 -+-  cxm~%  -t-  &e....  hx  k 


ordonné  suivant  les  puissances  descendantes  de  la 
variable  x,  cette  variable  devient  infiniment  grande; 


en  la  mettant  sous  la  forme  on  réduit  le  poly- 
nôme dont  il  s’agit  à 


- ( 
a."'  \ 


I — { ■ * "■  CC  ■+•  ' cC 
a a 


, ^ ^ m — i 

a -q cC 

a 


h m\ 

7*  )' 


et  l’on  reconnaît  alors  immédiatement  que,  pour 
de  très-petites  valeurs  numériques  de  ce,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  pour  de  très-grandes  valeurs 
numériques  de  x , ce  polynôme  est  de  même  signe 
que  son  premier  terme 


Comme  cette  remarque  subsiste  dans  le  cas  même 
où  quelques-unes  des  quantités  b , c ..,  h,  k se 
réduisent  à zéro , il  en  résulte  qu’on  peut  énoncer 
le  théorème  suivant. 

8.'  Théorème.  Lorsque , dans  un  polynôme 
ordonné  suivant  les  puissances  descendantes  de  la 
variable  x , on  fait  croître  indéfniment  la  valeur 
TOM.  I.  C 


ê 
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numérique  de  cette  variable,  le  polynôme  finit  par 
être  constamment  de  même  signe  que  son  premier 
tenue. 


J.  2.'  De  la  continuité  des  Fondions. 

Parmi  les  objets  qui  se  rattachent  à la  considé- 
ration des  infiniment  petits,  on  doit  plaéer  les  no- 
tions relatives  à la  continuité  ou  à la  discontinuité 
des  fonctions.  Examinons  d’abord  sous  ce  point  de 
vue  les  fonctions  d’une  seule  variable. 

Soit  f{x)  une  fonction  de  la  variable  x , et 
supposons  que , pour  chaque  valeur  de  x intermé- 
diaire entre  deux  limites  données , cette  fonction 
admette  constamment  une  valeur  unique  et  finie. 
Si,  en  partant  d’une  valeur  de  x comprise  entre  ces 
limites,  on  attribue  à la  variable  x un  accroissement 
infiniment  petit  et , la  fonction  elle  - même  recevra 
pour  accroissement  la  différence 

f(x+a,)-f(x), 

qui  dépendra  en  même  temps  de  la  nouvelle  va- 
riable et  et  de  la  valeur  de  x.  Cela  posé , la  fonction 
f(x)  sera,  entre  les  deux  limites  assignées  à la  va- 
riable x,  fonction  continue  de  cette  variable  , si , 
pour  chaque  valeur  de  x intermédiaire  entre  ces 
limites,  la  valeur  numérique  de  la  différence 

/(^7-t-CC)  — 

décroît  indéfiniment  avec  celle  de  et.  En  d’autres 
termes , la  fonction  f(x)  restera  continue  par  rap -» 
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•port  a x entre  les  limites  données , si , entre  ces 
limites,  un  accroissement  infiniment  petit  de  la  va- 
riable produit  toujours  un  accroissement  infiniment 
petit  de  la  fonction  elle-même. 

On  dit  encore  que  la  fonction  est,  dans 

le  voisinage  d’une  valeur  particulière  attribuée  à 
la  variable  x , fonction  continue  de  cette  variable, 
v toutes  les  fois  quelle  est  continue  entre  deux  limites 
de  x,  même  très-rapprochées  , qui  renferment  la 
valeur  dont  il  s’agit. 

Enfin,  lorsqu’une  fonction  fifi)  cesse  d’être  con* 
tinue  dans  le  voisinage  d’une  valeur  particulière  de 
la  variable  x,  on  dit  quelle  devient  alors  discon- 
tinue, et  qu’il  y a pour  cette  valeur  particulière 
solution  de  continuité. 

D’après  ces  explications,  il  sera  facile  de  recon- 
naître entre  quelles  limites  une  fonction  donnée 
de  la  variable  x est  continue  par  rapport  à cette 
variable.  Ainsi,  par  exemple  la  fonction  sin.  x, 
admettant  pour  chaque  valeur  particulière  de  Ja 
variable  x une  valeur  unique  et  finie , sera  continue 
entre  deux  limites  quelconques  de  cette  variable, 
attendu  que  la  valeur  numérique  de  sin.  (•£ cl),  et 
par  suite  celle  de  la  différence 

sin.  (.JM- cl)  — sin. X — 2 sin.  ( j et)  cos. 

décroissent  indéfiniment  avec  celle  de  cl,  quelle  que 
soit  d’ailleurs  la  valeur  finie  que  l’on  attribue  à x. 
En  général , si  l’on  envisage  sous  le  rapport  de  la 
continuité  les  onze  fonctions  simples  que  nous  avons 

c* 
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considérées  ci-dessus  (chap.  I.er,  §.2),  savoir, 

a-+-x,  a — x , ax,  xa , A‘ ^ Lx, 


sin.  X , cos.  X , arc  sin.  X , arc  cos.  X , 

on  trouvera  que  chacune  de  ces  fonctions  reste 
continue  entre  deux  limites  finies  de  la  variable  x, 
toutes  les  fois  qu’étant  constamment  réelle  entre 
ces  deux  limites  elle  ne  devient  pas  infinie  dans 
l’intervalle. 

Par  suite , chacune  de  ces  fonctions  sera  continue 
dans  le  voisinage  d’une  valeur  finie  attribuée  à la 
variable  x,  si  cette  valeur  finie  se  trouve  comprise 


pour  les  fonctions 

a -+-  x 


entre  les  limites ...  x = — 00  , x—-*-oo; 


a — x 
a x 

. A’ 

sin.  X 
cos.  X J 
pour  la  fonction 

a ( i ."  entre  les  limites ...  x= — 00,  x~o, 

* ( 2.0  entre  les  limites...  x=  o , x=oo  ; 

pour  les  fonctions 

..  \ 

X‘ 

: O , X~  00  ; 


, £(*) 


entre  les  limites ...  x ■ 


enfin  pour  les  fonctions 
arc  sin.  XI  . ..  . 

) entre  les  limites ...  x—  — i,.r=-+-i» 
arc  cos.  X l > 


f 
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II  est  bon  d’observer  que , dans  le  cas  oxi  l’on  sup- 
pose a =dz  ni  (m  désignant  un  nombre  entier), 
la  fonction  simple 

xa 

est  toujours  continue  dans  le  voisinage  d’une  valeur 
finie  de  la  variable  x , pourvu  que  cette  valeur  soit 
comprise  , 

si  entre  les  limites . . . x— — oo , x—^oo  , 

(entre  les  limites. . .x = — oc,  x=o, 

ou  bien 

entre  les  suivantes ...  x — o , x = oo. 

Parmi  les  onze  fonctions  que  l’on  vient  de  citer, 
deux  seulement  deviennent  discontinues  pour  une 
valeur  de  x comprise  dans  l’intervalle  des  limites 
entre  lesquelles  ces  mêmes  fonctions  restent  réelles. 
Les  deux  fonctions  dont  il  s’agit  sont  ' 

~ et  x“  (lorsque  a=  — m). 

L’une  et  l’autre  deviennent  infinies , et  par  consé- 
quent discontinues,  pour  x=o.  v 

Soit  maintenant 

f(x,  y , z,  ...) 

une  fonction  de  plusieurs  variables  x,  y,  z 
et  supposons  que,  dans  le  voisinage  de  valeurs  par- 
ticulières X,  Y,  Z ....  attribuées  à ces  variables , 
f[x,  y,  z . . .)  soit  à-la-fois  fonction  continue  de  x , 
fonction  continue  de  y,  fonction  continue  de  z,  &c. 
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On  prouvera  aisément  que , si  l’on  désigne  par  et , 
G,  y ...  des  quantités  infiniment  petites,  et  si  l’on 
attribue  à x,  y,  z ...  les  valeurs  X,  Y,  Z .... , ou 
des  valeurs  très-voisines,  la  différence 

/(•*-*- *,  y>  -•••) 

sera  elle -même  infiniment  petite.  En  effet,  il  est 
clair  que,  dans  l’hypothèse  précédente , les  valeurs 
numériques  des  différences 

/(.r-t-ct,  y , ...)— /(.r,  y,  z ...), 

/(.r-t-et,  y-t-G,  z ...)— /(.r-t-ût,  y,  z ...), 

' y+G,  z-t-y  ...)— /(-en- et,  y-t-6,  s ...), 

&c 

décroîtront  indéfiniment  avec  celles  des  quantités 
variables  et,  C,  y ...»  savoir,  la  valeur  numérique 
de  la  première  différence  avec  la  valeur  numérique 
de  et,  celle  de  la  seconde  différence  avec  la  valeur 
numérique  de  G , celle  de  la  troisième  avec  la  va- 
leur numérique  de  y , et  ainsi  de  suite.  On  doit  en 
conclure  que  la  somme  de  toutes  ces  différences, 
, savoir, 

* * 

/(*-+•*,  -=-+*y»  •••)— /(•*>  y> z •••) 

convergera  vers  la  limite  zéro,  si  et,  G,  y ....  con- 
vergent vers  cette  même  limite.  En  d’autres  termes, 

f (or  -+•  et , y-t-G,  z- t-y...) 
aura  pour  limite 

f{x,  y,  z 

* La  proposition  qu’on  vient  de  démontrer  subsiste 
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évidemment  dans  le  cas  même  où  ion  établirait 
entre  les  nouvelles  variables  eu,  C,  y .....  cer- 
taines relations.  II  suffit  que  ces  relations  permettent 
aux  nouvelles  variables  de  converger  toutes  en 
même  temps  vers  la  limite  zéro. 

Lorsque,  dans  la  même  proposition , on  remplace 
x,  y,  z ...  par  X,  Y,  Z...,  et  x-*-&,  y-+-&i  z-t-y. . . 
par  x,  y,  z...,  ori  obtient  l’énoncé  suivant. 

l.er  Théorème.  Si  les  variables  x , y,  z ...  ont 
pour  limites  respectives  les  quantités  fixes  et  dé- 
terminées x,  Y,  z ...,  et  que  la  fonction  f(x,  y,  z ...) 
soit  continue  par  rapport  a chacune  des  variables 
x , y,  z ....  dans  le  voisinage  du  système  des  valeurs 
particulières 

x — — , y — Y"  , & — Z . . . , 

f(x,  y,  z ....)  aura  pour  limite  f(x,  Y,  z ...). 

Comme,  dans  ce  second  énoncé,  les  variables  eu , 
Ç,  y ...  se  trouvent  remplacées  par  x — X,  y— Y, 

z — Z,  &c les  relations  qu’on  pouvait  établir  , 

dans  le  premier  énoncé,  entre  eu,  C,y...,  pourront 
être  établies  , dans  le  second  , entre  les  quantités 
x—X,  y — Y,  z — Z ; et  il  en  résulte  que  la  fonc- 
tion/^, y,  z ...)  aura  pour  limite  f{X,  Y,  Z ...), 
dans  le  cas  même  où  les  variables  x,  y,  z .... 
seraient  assujetties  à certaines  relations , pourvu 
que  ces  relations  leur  permettent  de  s’approcher 
indéfiniment  des  limites  X , Y,  Z .... 

Supposons , pour  fixer  les  idées , que  x,  y,  z ... 
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soient  fonctions  d’une  même  variable  t considérée 
comme  indépendante,  et  continues  par  rapport  à 
cette  variable  dans  le  voisinage  de  la  valeur  parti- 
culière 

t=  T. 

Si  l’on  fait,  pour  plus  de  commodité, 
f(x,  IJ,  z...)  = u, 

u sera  ce  qu’on  appelle  une  fonction  composée  de 
la  variable  t;  et,  si 

X,  Y,  Z ...  U 

désignent  respectivement  ce  que  deviennent 
x,  y,  z ...u 

dans  le  cas  où  l’on  suppose  t==T , il  est  clair,  d’une 
part,  qu’une  valeur  de  t très-voisine  de  T fournira 
pour  u une  valeur  unique  et  finie  ; d’autre  part,  qu’il 
suffira  de  faire  converger  t vers  la  limite  T,  pour 
que  les  variables  x,  y,  z...  convergent  vers  les 

limites  X,  Y,  Z et  par  suite  la  fonction 

u— f (x,y,z...}  vers  la  limite  U—  f(X,  Y,  Z...'). 
On  prouverait  absolument  de  la  meme  manière  que, 
si  l’on  attribue  à t une  valeur  très-voisine  de  T,  la 
valeur  correspondante  de  la  fonction  u sera  la  limite 
de  laquelle  cette  fonction  s’approchera  indéfiniment, 
tandis  que  t convergera  vers  la  valeur  donnée  ; et 
l’on  doit  conclure  que  u sera  fonction  continue  de  t 
dans  le  voisinage  de  t=zT.  On  peut  donc  énoncer 
le  théorème  suivant. 
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2. ®  Théorème.  Désignons  par  * 

x,  y , * 

plusieurs  fonctions  de  la  variable  t , qui  soient 
continues  par  rapport  à cette  variable  dans  le 
voisinage  de  la  valeur  particulière  t = T.  Soient , 
de  plus , 

X , Y,  Z ... 

les  valeurs  particulières  de  x,  y,  z ...  correspond 
dantes  a t = T;  et  supposons  que,  dans  le  voisi- 
nage de  ces  valeurs  particulières , la  fonction 

u=f{x,  y,  z ...  ) 

soit  en  même  temps  continue  par  rapport  à x, 
continue  par  rapport  à y,  continue  par  rapport  a 
z , &c. ..  : u,  considérée  comme  fonction  de  t , sera 
encore  continue  par  rapport  a t dans  le  voisinage 
de  la  valeur  particulière  t = T. 

Si,  dans  le  théorème  précédent,  on  réduit  le* 
quantités  variables  x , y , z . ..  à une  seule,  x,  on 
obtiendra  un  nouveau  théorème,  qu’on  peut  énoncer 
comme  il  suit. 

3. ®  Théorème.  Supposons  que,  dans  l’équation 

M =/(•*)> 

la  variable  x soit  fonction  d’une  autre  variable  t. 
Concevons  de  plus  que  la  variable  x soit  fonction 
continue  de  t dans  le  voisinage  de  la  valeur  par- 
ticulière t=T,  et  u fonction  continue  de  x dans  le 
voisinage  de  la  valeur  particulière  x — X corres- 
pondante a t—T.  La  quantité  u , considérée  comme 


\ 
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fonction  de  t , sera  encore  continue  par  rapport  à 
cette  variable  dans  le  voisinage  de  la  valeur  par- 
ticulière t — T. 

Supposons,  par  exemple, 

u=  ax  et  j = t” , 

a désignant  une  quantité  constante,  et  n un  nombre 
entier.  On  conclura  du  3.*  théorème  que 

u = al" 

est , entre  dos  limites  quelconques  de  la  variable  t, 
fonction  continue  de  cette  variable. 

De  même,  si  l’on  fait 


u- 


X : 


: sin.  t , y =■  cos.  t , 


on  conclura  du  z.e  théorème  que  la  fonction 


U — tang.  t 

est  continue  par  rapport  à t dans  le  voisinage  d’une 
valeur  finie  quelconque  de  cette  variable,  toutes  les 
fois  que  la  valeur  dont  il  s’agit  n’est  pas  comprise 
dans  la  formule 


. 2.  TT  dt  — 

2.  7 

le  désignant  un  nombre  entier;  c’est-à-dire,  toutes 
les  fois  qu’à  cette  valeur  de  l correspond  une  valeur 
finie  de  tang.  t.  Au  contraire  , la  fonction  tang.  t 
admettra  une  solution  de  continuité,  en  devenant 
infinie  , pour  chacune  des  valeurs  de  t comprises 
dans  la  formule  précédente. 

Supposons  encore  a 
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« = û+X  + ÿ-H^+  &C. . . . 

x — bt,  y = ctx  &c. . . . , 

a,  b,  c. ..  désignant  des  quantités  constantes.  Alors, 
u étaut  fonction  continue  de x,  y,  z ...  entre  des 
limites  quelconques  de  ces  variables  , et x,y,  z ... 
fonctions  continues  de  la  variable  t entre  des  limites 
quelconques  de  cette  dernière  , on  conclura  du 
théorème  3.®  que  la  fonction 

u — <i-\-b  t- t-  c t1  -+-  &c. . . . 

est  elle-même  continue  par' rapport  à t entre  des 
limites  quelconques.  Par  suite,  comme*/=o  donne 
u = a , si  l’on  fait  converger  t vers  la  limite  zéro , 
la  Jonction  u convergera  vers  la  limite  a , et  finira 
par  obtenir  le  même  signe  que  cette  limite  ; ce  qui 
s’accorde  avec  le  4-*  théorème  du  §.  1 .er 

Une  propriété  remarquable  des  fonctions  conti- 
nues d’une  seule  variable , c’est  de  pouvoir  servir 
à représenter  en  géométrie  les  ordonnées  de  lignes 
continues  droites  ou  courbes.  De  cette  remarque 
on  déduit  facilement  la  proposition  suivante. 

4.*  Théorème.  Si  la  fonction  f[x)  est  continue 
par  rapport  a la  variable  x entre  les  limites  x—xa, 
x—X,  et  que  l’on  désigne  par  b une  quantité  inter- 
médiaire entre  f(x9)  et  f (x),  on  pourra  toujours 
satisfaire  à l’équation  * 

f{x)  = b 

par  une  ou  plusieurs  valeurs  réelles  de  x comprises 
entre  x„  et  x. 
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Démonstration.  Pour  établir  la  proposition 
précédente , il  suffit  de  faire  voir  que  la  courbe  qui 
a pour  équation 

y =/(•*) 

rencontrera  une  ou  plusieurs  fois  la  droite  qui  a 
pour  équation 

y -b 

dans  l’intervalle  compris  entre  les  ordonnées  qui 
correspondent  aux  abscisses  xa  et  X : or  c’est  évi- 
demment ce  qui  aura  lieu  dans  l’hypothèse  admise. 
En  effet,  la  fonction  f{x)  étant  continue  entre  les 
limites  x=x0,  x—X,  la  courbe  qui  a pour  équa- 
tion y— tf(x) , et  qui  passe  i ,°  par  le  point  corres- 
pondant aux  coordonnées  xa,  f(x0) , z.a  par  le 
point  correspondant  aux  coordonnées  X et  f(X), 
sera  continue  entre  ces  deux  points  : et,  comme  l’or- 
donnée constante  b de  la  droite  qui  a pour  équation 
y=b  se  trouve  comprise  entre  les  ordonnées /’(•*■„), 
f(X)  des  deux  points  que  l’on  considère,  la  droite 
passera  nécessairement  entre  ces  deux  points  , ce 
quelle  ne  peut  faire  sans  rencontrer  dans  l’mter- 
valle  la  courbe  ci-dessus  mentionnée. 

\ On  peut , au  reste , comme  on  le  fera  dans  la 
note  III , démontrer  le  4-'  théorème  par  une  mé- 
thode directe  et  purement  analytique , qui  a même 
l’avantage  de  ^fournir  la-  résolution  numérique  de 
l’équation 

/(*)  = *• 


Digitized  by  Google 


1“  PARTIE.  CHAP.  II. 


45 


5-  3*  Valeurs  singulières  des  Fonctions  dans  quelques 
cas  particuliers. 

Lorsque , pour  un  système  de  valeurs  attribuées 
aux  variables  quelle  renferme  , une  fonction  d’une 
ou  de  plusieurs  variables  n’admet  qu’une  seule  va- 
leur, cette  valeur  unique  se  déduit  ordinairement 
de  la  définition  même  de  la  fonction.  S’il  se  pré- 
sente un  cas  particulier  dans  lequel  la  définition 
donnée  ne  puisse  plus  fournir  immédiatement  la 
valeur  de  la  fonction  que  l’on  considère,  on  cherche 
la  limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  cette  fonction 
converge,  tandis  que  les  variables  s’approchent  in- 
définiment des  valeurs  particulières  qui  leur  sont 
assignées;  et,  s’il  existe  une  ou  plusieurs  limites  de 
cette. espèce,  elles  sont  regardées  comme  autant  de 
valeurs  de  la  fonction  dans  l’hypothèse  admise.  Nous 
nommerons  valeurs  singulières  de  la  fonction  pro- 
posée celles  qui  se  trouvent  déterminées  comme  on 
vient  de  le  dire.  Telles  sont,  par  exemple,  celles 
qu’on  obtient  en  attribuant  aux  variables  des  valeurs 
infinies , et  souvent  aussi  celles  qui  correspondent 
à des  solutions  de  continuité.  La  recherche  des 
valeurs  singulières  des  fonctions  est  une  des  ques- 
tions les  plus  importantes  et  les  plus  délicates  de 
l’analyse  : elle  offre  plus  ou  moins  de  difficultés, 
suivant  la  nature  des  fonctions  et  le  nombre  des 
variables  quelles  renferment. 

Si , d’abord , on  considère  les  fonctions  simples 
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d’une  seule  variable,  on  trouvera  qu’il  est  facile  de 
fixer  leurs  valeurs  singulières.  Ces  valeurs  corres- 
pondent toujours  à l’une-  des  trois  hypothèses 


Æ = — oo  , x=0,  X = oo  ; 

et  sont  respectivement, 


pour  la  fonction 

(4  désignant  une  quantité  quelconque)  fl-|-00=00.  . .fl — 00=— QO  , 
A — X (a  désignant  une  quantité  quelconque)  fl— CO=>— OO . . , fl — (—00)6=00, 

!a  désignant  une  quantité  positive  fl  x 00=00.  . ,fl  x — C©=—  OO, 

a désignant  une  quantité  négative  fl  X 00= — CO  . . . fl  x 00=00  , 

4 désignant  une  quantité  positive  — Q,  ~=ioO  — — — n 

. OO  O ’ -OO 

..  . f a a a 

4 désignant  une  quantité  négative  =0»  — =1^100, =0* 

Î4  désignant  une  quantité  positive  •«•••««..  0*=0,  00^=00  , 

4 désignant  une  quantité  négative  O =00 , OO*  = O , 

I A désignant  un  nomhre  sup.  à l’unité  A~~^°  =0,  A°=i  t Ax  =zOO  . 

A * 

( A désignant  un  nombre  inf.  à i’unité  “OO,  A°z^i  t A 00  =0  * 

la  base  du  syst.  de  log.  étant  sup.  à l’unité  /^(o)=- 


L{x 


-oo,  Z,(cc)=oo, 

ia  base  étant  inférieure  à l’unité.......  £*(o)==“i--00,  .£(00)=-— CC , 

shl-  * sin.((— oc))==Af(;— i H-,)),  sm.((oc})=/W(( — .,-+-i)) , 

«os-  * C08.((— oc))=A/((—  1 ,-t-i  ))  , cos.({oc))=zW((—  I ,-H , }). 


La  notation  M((—  i ,-+• 1))  désigne  ici , comme  dans 
les  préliminaires  , une  quelconque  des  quantités 
moyennes  entre  les  deux  limites 

— i et  -t-  i . 

Il  est  bon  d’observer  que , dans  le  cas  où  Ion 
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suppose  « = ± m (m  désignant  un  nombre  entier), 
ia  fonction  simple 

* x4 

admet  constamment  trois  valeurs  singulières,  savoir, 

m étant  un  nombre  pair  — oo)m==CO,  Om=0,  0C”*=00  , 
m «tant  impair  ( — co)m=— OO,  Om=:Ot  OOm=CO, 

et  lorsque!  m '“nl  plir  (—  CO)~m^=0,  o_m=OC,  CO~m=o,- 

a — — m ) rn  étant  impair  ( — OO)- ”=0  . ((o))""m=ofcoO , OO- ”=0. 

Considérons  maintenant  les  fonctions  composées 
d’une  seide  variable  x.  Quelquefois  il  est  aisé  de 
trouver  leurs  valeurs  singulières.  Ainsi , par  exemple, 
si  l’on  désigne  par  k un  nombre  entier  quelconque,  ' 
on  reconnaîtra  sans  peine  que  la  fonction  composée 


lorsque 

«=+m 


tang.  X — 


sin.  x 
cos.  x 


a ses  valeurs  singulières  comprises  dans  les  trois 
formules 


tang.  ((oo))=A/ (( — OO,  -t-oc))  > tang.  — , 

tang.  (( — OO))  = AI (( — OO , -t-  CO))  i 


tandis  que  les  valeurs  singulières  de  la  fonction 
inverse 


arc  tang.  jt  — arc  sin. 


V ' 


sont  respectivement 


arc  tang.  ( — OC)  = — , arc  tang.  (oo)  = — . 


Mais  souvent  aussi  de  semblables  questions  pré- 
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sentent  de  véritables  difficultés.  Par  exemple,  on 
n’aperçoit  pas  immédiatement  comment  on  peut  dé- 
terminer la  valeur  singulière  de  la  fonction 

x* , 

lorsqu’on  y suppose  x—  o ; ou  celle  de  la  fonction 

x~r  » 

lorsqu’on  prend  x=  oo.  Pour  donner  une  idée  des 
méthodes  qui  conduisent  à la  solution  des  questions 
de  cette  espèce , je  vais  établir  ici  deux  théorèmes 
à l’aide  desquels  on  peut,  dans  un  grand  nombre 
de  cas,  déterminer  les  valeurs  singulières  que  re- 
çoivent les  deux  fonctions 

~r~'  [/«]*. 

lorsqu’on  y suppose  x=oo. 

1 .er  Théorème.  Si,  pour  des  valeurs  croissantes 
de  x , la  différence 

f (■*  -+-0-  /(•*) 

converge  vers  une  certaine  limite  k , la  fraction 

/(*) 

X 

convergera  en  même  temps  vers  la  même  limite. 

Démonstration.  Supposons  d’abord  que  la 
quantité  k ait  une  valeur  finie , et  désignons  par  g 
un  nombre  aussi  petit  que  l’on  voudra.  Puisque  des 
valeurs  croissantes  de  x font  converger  la  différence 

/(jf-hi  )--/(*) 


! 
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vers  la  limite  k,  oh  pourra  donner  au  nombre  h 
une  valeur  assez  considérable  pour  que , x étant 
égal  ou  supérieur  à h , la  différence  dont  il  s’agit 
soit  constamment  comprise  entre  les  limites 

k — g , k ■+-  g. 

Cela  posé,  si  fon  désigne  par  n un  nombre  entier 
•quelconque , chacune  des  quantités 

*,  /(*-■)-/(*). 

/(Ah-2)-/(A+|), 

&.C.  ... 


f(h  + n)  -/(A  + n-i), 
et  par  suite  leur  moyenne  arithmétique , savoir , 

/(/,+„)  _/(A) 

» ’ 

se  trouvera  comprise  entre  les  limites  k— g,  /[•-+- g. 
On  aura  donc 


= k 


et 


étant  une  quantité  comprise  entre  les  limites  — g , 
-t- g.  Soit  maintenant 

h -+-  n ==  x. 

L’équation  précédente  deviendra 

(')  t + 

et  l’on  en  conclura  ' 

••  ...  ■ , 

TOM.  1.  Tl 
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/(*)  = /(*)-+■(■*“*)  (*-*-«0» 

M ^«^(.-4)  (*-*). 

De  'jiïus , pour  faire  croître  indéfiniment  la  valeur 
de  x , il  suffira  de  faire  croître  indéfiniment  le 
nombre  entier  n,  sans  changer  la  valeur  de  h.  Sup- 
posons , en  conséquence , que  dans  féquation  ( 2 ) 
l’on  considère  h comme  une  quantité  constante , et 
x comme  une  quantité  variable  qui  coi^rge  vers 
la  limite  00 . Les  quantités 

/(*)  ± 

X * X * 

renfermées  dans  le  second  membre  , convergeront 
vers  la  limite  zéro,  et  le  second  membre  lui-même 
vers  une  limite  de  la  forme 

k -+-  ce  , 

et  étant  toujours  compris  entre  — g et  -i-e.  Par 
suite,  le  rapport 

/'*) 


aura  pour  limite  une  quantité  comprise  entre  k — g 
et  k-+- g.  Cette  conclusion  devant  subsister,  quelle 
que  soit  la  petitesse  du  nombre  g , il  en  résulte  que 
la  limite  en  question  sera  précisément  la  quantité  k. 
En  d’autres  termes , on  aura 

(3) 

Supposons,  en  second  lieu,  k=oo.  En  désignant 
alors  par  H un  nombre  aussi  grand  que  l’on  voudra , 
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on  pourra  toujours  attribuer  au  nombre  h une  valeur 
assez  considérable,  pour  (jue,  x étant  égal  où  supé- 
rieur à h,  la  différence 

/(•*+- 1 )-/(•*)> 

qui  converge  vers  la  limite  oo  , devienne  constam- 
ment supérieure  à.  H;  et,  en  raisonnant  comme  ci- 
dessus,  on  établira  la  formule 

/(A+n)-/U)  > H 

n 

Si  maintenant  on  pose  h-t-n=x,  on  trouvera,  au 
lieu  de  l’équation  (2) , la  formule  suivante 


de  laquelle  on  conclura,  en  faisant  converger  x vers  ' 
la  limite  00  , 

lim.  ■-  > H. 

X 

La  limite  du  rapport 

/(«) 

X T 

sera  donc  supérieure  au  nombre  //,  quelque  grand 
qu’il  soit.  Cette  limite  supérieure  à tout  nombre 
assignable  ne  peut  être  que  l’infini  positif. 

Supposons  enfin  h = — c» . Pour  ramener  ce 
dernier  cas  au  précédent,  il  suffira  d’observer  que, 
la  différence 

ayant  pour  limite  — 00  , la  suivante 

B* 
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• . [-/(*+.  )]-[-/(*)] 

aura  pour  limite  -*-oo.  On  en  conclura  que  la  limite 

de  r~  l est  égale  à -+-  oo  , et  par  suite  celle  de 
JM-  à -OC. 

. • x 

Corollaire  i.rr  Pour  montrer  une  application 
du  théorème  précédent,  supposons 
f(x)  = L (x), 

L étant  la  caractéristique  des  logarithmes  dans  un 
système  dont  la  base  surpasse  l’unité.  On  trouvera 

/(•*+-  i)-/(‘f)=z'(-r-*-  0 -U*)=L  ( 1 +■  t)  * 

et  par  suite 

k = L(l+iï)  = L(  0 = °- 

On  peut  donc  affirmer  que , x venant  à croître  indé- 
finiment, le  rapport 

l(x)  ; 

x 

convergera  vers  la  limite  zéro;  et  il  en  résulte  que, 
dans  un  système  dont  la  base  est  supérieure  à l’u- 
nité, les  logarithmes  des  nombres  croissent  beau- 
coup moins  rapidement  que  les  nombres  eux-mêmes. 
Corollaire  2.‘  Supposons,  en  second  lieu, 
f(x)  = AX, 

A désignant  un  nombre  supérieur  à l’unité.  On 
trouvera 

f(x+\)—f(x)z=.A*y  —Ax=rAr(A—  i), 
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et  par  suite 

A-  — A 00  (A — i)=oo. 

On  peut  donc  affirmer  que , x venant  à croître  indé- 
finiment , le  rapport 

A » 

X 

converge  vers  fa  limite  oo  ; et  il  en  résulte  que 
l exponentielle  A* , lorsque  le  nombre  A surpasse 
l’unité , finit  par  croître  beaucoup  plus  rapidement 
que  la  variable  x. 

Corollaire  3/  On  doit  observer,  au  reste, 
qu’il  n’y  à lieu  à chercher  par  le  théorème  i.er  la 
valeur  du  rapport  , 

Jf(*î 

* j 

X 

correspondante  à x=oo  , que  dans  le  cas  où  la 
fonction  f(x)  devient  infinie  avec  la  variable  x. 
Si  cette  fonction  restait  finie  pour  x — 00  , le  rap- 
port ■ aurait  évidemment  zéro  pour  limite. 

Je  passe  au  théorème  qui  sert  à déterminer  dans 
plusieurs  cas  la  valeur  de 


[/(•*)  r 

pour  x — 00 . V oici  en  quoi  ii  consiste  : 

2.*  Théorème.  Si,  la  fonction  f[x)  étant  positive 
pour  de  très-grandes  valeurs  de  x,  le  rapport 


/(*+') 

/(*> 

converge , tandis  que  x croit  indéfiniment,  vers  la 
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limite  k , V expression 

[/(*)]* 

convergera  en  même  temps  vers  la  même  limite. 

D ÉMOXS  TR  A T ION.  Supposons  d’abord  que  la 
quantité  k,  nécessairement  positive,  ait  une  valeur 
finie,  et  désignons  par  g un  nombre  aussi  petit  que 
ion  voudra.  Puisque  des  valeurs  croissantes  de  .r 
font  converger  le  rapport 

/(*-*-  ' ) 

/(■O 

vers  la  limite  k , on  pourra  donner  au  nombre  h une 
valeur  assez  considérable  pour  que,  x étant  égal  ou 
supérieur  à A,  ie  rapport  dont  il  s’agit  soit  cons- 
tamment compris  entre  les  limites 

/■  — - s , k •+■  g. 

Cela  posé , si  l’on  désigne  par  n un  nombre  entier 
quelconque,  chacune  des  quantités 

/(A-+-  i)  /(Ah-  1)  /(A-J-n) 

/(A)  » /(Ah-,)  /(*+—.)  » 


et  par  suite  leur  moyenne  géométrique,  savoir, 
f / ( A h-  « ) ~\  « 

L /(A)  J 

se  trouvera  comprise  entre  les  limites  k — g , k-\-r. 
On  aura  donc 


P / ( A -+-  n ) 1 * 

L /(A)  J 


— k H-  Ct  , 


et  étant  une  quantité  comprise  entre  les  limites  — g, 
g.  Soit  maintenant 
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h ■+•  n = x. 

L’équation  précédente  deviendra 


et  l’on  en  conclura 


(5) 


/(*)  ~f{h)\k*r<Ly-k  , 
[/(*)]'= 


De  plus , pour  faire  croître  indéfiniment  la  valeur  de 
x , il  suffira  de  faire  croître  indéfiniment  le  nombre 
entier»,  sans  changer  la  valeur  de  h.  Supposons,  en 
conséquence,  que  dans  l'équation  (5)  l’on  considère 
h comme  une  quantité  constante,  et  x comme  une 
quantité  variable  qui  converge  vers  la  limite  00. 
Les  quantités 


renfermées  dans  le  second  membre,  convergeront 
vers  la  limite  1 , et  le  second  membre  lui-même  vers 
une  limite  de  la  forme 


h —H  CL  , 


et.  étant  toujours  compris  entre  — e et  -+-  e.  Par  _ 
suite,  l’expression 

[/(*)]* 

aura  pour  limite  une  quantité  comprise  entre  k — e 
et  Cette  conclusion  devant  subsister,  quelle 

que  soit  la  petitesse  du  nombre  e,  il  en  résulte  que 
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ïa  limite  en  question  sera  précisément  la  quantité  k. 
En  d’autres  ternies,  on  aura 


(6) 


lim.  [ /*(•<*)]'  = /•  = Uni. 


/(*-+-'  ) 
/(*) 


I 


Supposons,  en  second  lieu  , la  quantité  k infinie, 
c'est-à-dire,  puisque  cette  quantité  est  positive,  X= oo . 
En  désignant  alors  par  H un  nom  lire  aussi  grand 
que  l’on  voudra , on  pourra  toujours  attribuer  au 
nombre  h une  valeur  assez  considérable  pour  que , 
x étant  égal  ou  supérieur  à h,  le  rapport 

/(•»•-+-  ■) 

/M  ’ 

qui  converge  vers  la  limite  oo  , devienne  constam- 
ment supérieur  à //;  et,  en  raisonnant  comme  ci- 
dessus,  on  établira  la  formule 


r /(*-+-«) 

L /(*) 


//. 


Si  maintenant  on  pose  h^-n—x,  on  trouvera,  au 
lieu  de  l’équation  (5),  la  formule  suivante 

m*)Ÿ  >[mv  Hi-h' > 


de  laquelle  on  conclura,  en  faisant  converger  a:  vers 
la  limite  00  , 


Km.  [/(*)  Y > H. 


La  limite  du  rapport 

[/(*)]*• 

sera  donc  supérieure  au  nombre  H , quelque  grand 


Digitized  by  Google 


I."  PARTIE.  CHAP.  II. 


57 


qu’il  soit.  Cette  limite,  supérieure  à tout  nombre 
assignable,  ne  peut  être  que  l’infini  positif. 

Nota.  On  pourrait  facilement  démontrer  l’équa- 
tion (6) , en  cherchant  par  le  théorème  i .*r  la  limite 
vers  laquelle  converge  le  logarithme 

i.  Z./(x) 

£[/(*)]'■=  *' 

et  repassant  ensuite  des  logarithmes  aux  nombres. 

Corollaire  i.‘r  Pour  donner  une  application 
du  2.f  théorème,  supposons 

f(x)  -xi  • 

on  aura 


f{  J — t-  < ) X -t- 

/(*)  — * 


= 1 T1 


et  par  suite , en  passant  aux  limites  , 

k — i. 

Donc , si  l’on  fait  croître  indéfiniment  la  variable  x, 
la  fonction 


convergera  vers  la  limite  i. 

Corollaire  2 .'  Soit,  en  second  lieu, 

f(x)  = ax " -+-  bxn~l  -+-  cx”~l  -+-  &c....  — P , 

en  sorte  que  P désigne  un  polynôme  en  x du  degré 
».  On  trouvera 

0 **'" 


/{* 
/(*) 


b e 

a -t-  — I — ; *■+"  . , 

x x a 
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et,  en  passant  aux  limites, 


k = A = i. 

a 

Si  donc  P représente  un  polynôme  entier  quel- 
conque , P x aura  pour  limite  i . 

Corollaire  j.*  Soit  enfin 
f{x)  = L{*). 

On  trouvera 

* 

fr.r-y-  i)  L(x-hi)  ^ L ( i *+“ 7 ) 

77*7  ~~  ~ l ( x ) 

- ^ l(x)  • 

et,  en  passant  aux  limites  , 
k = i. 


Par  suite,  [Z,  fa:)  ]*  a encore  pour  limite  l’unité. 

Les  théorèmes  i .er  et  z.e  subsistent  évidemment 
dans  le  cas  même  où  la  variable  x est  considérée 
comme  ne  pouvant  admettre  que  des  valeurs  en- 
tières. En  effet , pour  rendre  applicables  à ce  cas 
particulier  les  démonstrations  que  nous  avons  don- 
nées des  deux  théorèmes,  il  suffit  de  concevoir  que 
la  quantité  désignée  par  h dans  chacune  de  ces 
démonstrations  devienne  un  nombre  entier  très- 
considérable.  Si,  dans  le  même  cas,  on  représente  les 
valeurs  successives  de  la  fonction  /(.r)  correspon- 
dantes aux  diverses  valeurs  entières  de  x,  savoir, 


* 
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/(•)./«>/( 3)  /(»). 

par 

j } *z4  2 J ^4  j .....  ] 

on  obtiendra  à la  place  des  théorèmes  i.er  et  2.e 
les  propositions  suivantes. 

3. *  Théorème.  Si  la  suite  des  quantités 

A,  y Ax  y A^  .....  Ayf  f &c.  ... 

est  telle  que  la  différence  entre  deux  termes  con- 
sécutifs de  cette  suite,  savoir , 

An  -4-  i — An 

converge  constamment, pour  des  valeurs  croissantes 
de  n,  vers  une  limite  fixe  A , le  rapport 

Am 

n 

convergera  en  même  temps  vers  la  même  limite. 

4. '  Théorème.  Si  la  suite  des  nombres 

A A% , A^  An,  &c.  ... 

est  telle  que  le  rapport  entre  deux  termes  consé- 
cutifs , savoir, 

An 

converge  constamment, pour  des  valeurs  croissantes 
de  n,  vers  une  limite  f ixe  A,  l’ expression 

(A.ÿ 

convergera  en  même  temps  vers  la  même  limite* 
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Pour  montrer  une  application  du  dernier  théorème, 
supposons 

• An  — 1.2.3  . . . ». 

La  suite  A, , Aly  ...  &c.  . . . deviendra 


1,  1.2,  1.2.3,  &c...  1.2.3  ...  (n — i)n,  &c...; 

et  le  rapport  entre  deux  termes  consécutifs  de  la 
même  suite , savoir  , 


An 


.l.|,..»(»+i) 

I .1.3...» 


= n -h  1 , 


convergera  évidemment , pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n , vers  la  limite  00 . Par  suite , l’expres- 
sion 

(AnÏ  =(l.2.3...  »)" 

converge  vers  la  même  limite. 

O11  trouverait,  au  contraire,  que  l’expression 

( --v)  ' 

converge,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers 
la  limite  zéro.  4 

Souvent,  à l’aide  des  théorèmes  i.er  et  1.',  on 
peut  déterminer  la  valeur  singulière  que  reçoit  une 
fonction  composée  de  la  variable  x,  tandis  que  cette 
variable  s’évanouit.  Ainsi , par  exemple , si  l’on  veut 
obtenir  la  valeur  singulière  de  x*  correspondante  à 
x = o , il  suffira  de  chercher  la  limite  vers  laquelle 
converge,  pour  des  valeurs  croissantes  de  x,  l’ex- 
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pression  (—)  — — • Cette  limite,  en  vertu  du 

théorème  2.*  (corollaire  i.er),  est  égale  à l’unité. 

De  même,  on  conclurait  du  théorème  i.*r (corol- 
laire i.*r)  que  la  fonction 

x L (jt) 

I 

s’évanouit  avec  la  variable  x. 

Lorsque  les  deux  termes  ri  une  fraction  sont  des 
quantités  infiniment  petites , dont  les  valeurs  nu- 
mériques décroissent  indéfiniment  avec  celle  de  la 
variable  et,  la  valeur  singulière  que  reçoit  cette 
fraction,  pour  oi  = o , est  tantôt  finie,  tantôt  nulle 
ou  infinie.  En  effet , désignons  par  k,  k'  deux  cons- 
tantes finies  qui  ne  soient  pas  nulles , et  par  g , e' 
deux  nombres  variables  qui  convergent  avec  et  vers 
la  limite  zéro.  Deux  infiniment  petits,  l’un  de  l’ordre 
n,  l’autre  de  l’ordre  ri , pourront  être  représentas 
respectivement  par 

Æct°(  1 dtg)  , Â-'et"'(  I±g'); 

et  leur  rapport , savoir , 


k'  l±t'  n'~n 

k'  i ±s'  l 

y ■ y 

k<t"(  izht)  ~ 

• j ^ ‘ i ACa*  — 

* 1 ±1 

» A . A . 

* izfct  <t”  1 

aura  évidemment  pour  limite 

• 

k‘ 

si  l’on  suppose 

/ ■ 

T ’ 

n ~n  , 

o , 

si  l’on  suppose 

ri  > n , 

dr  oo  , 

si  l’on  suppose 

ri  < n. 
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On  prouverait  de  même  que  la  limite  vers  laquelle 
converge  le  rapport  de  deux  quantités  infiniment 
grandes , tandis  que  leurs  valeurs  numériques  crois- 
sent indéfiniment  avec  celle  d’une  même  variable  x, 
peut  être  nulle , finie , ou  infinie.  Seulement,  cette 
limite  a un  signe  déterminé , constamment  égal  au 
produit  des  signes  des  deux  quantités  que  l’on  con- 
sidère. 

Parmi  les  fractions,  dont  les  deux  termes  conver- 
gent avec  la  variable  ce  vers  la  limite  zéro , on  doit 
placer  la  suivante 

f(x-t-ct)  —/(x) 

a.  ’ 

toutes  les  fois  qu’on  attribue  à la  variable  x une 
valeur  dans  le  voisinage  de  laquelle  la  fonction  f{x) 
reste  continue.  En  effet , dans  cette  hypothèse , la 
différence 

f(x+<t)  -f{x) 

est  une  quantité  infiniment  petite.  On  peut  même 
remarquer  quelle  est  en  général  un  infiniment  petit 
du  premier  ordre , en  sorte  que  le  rapport 

et)  — /(*) 
a. 

converge  ordinairement , tandis  que  la  valeur  nu- 
mérique de  ce  diminue,  vers  une  limite  finie  diffé- 
rente de  zéro.  Cette  limite  sera,  par  exemple, 

2X  , si  l’on  prend  f(x ) ==  x% 

et p- , si  l’on  prend  f{x)  =~- 
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Dans  le  cas  particulier  où  l’on  suppose  x — o , le 
rapport  se  réduit  à cet  autre 

/(*)-/(o)  . 

CL 

Parmi  les  rapports  de  cette  dernière  espèce , nous 
nous  bornerons  ici  à considérer  le  suivant 

«in.  cl 
et 

Comme  il  peut  être  mis  sous  la  forme 

sin.  ( — a) 

ITS  » 

sa  limite  restera  la  même , quel  que  soit  le  signe  de 
et.  Cela  posé , concevons  que  l’arc  et  reçoive  une 
valeur  positive  très-petite.  La  corde  de  l’arc  double 
2 et  étant  représentée  par  2 sin.  et,  on  aura  évidem- 
ment 2 et  > 2 sin.  et , et  par  suite 

■m 

cL  > sin.  <L . 

De  plus,  la  somme  des  tangentes  menées  aux  ex- 
trémités de  l’arc  2 et  étant  représentée  par  2 tang.  et , 
et  formant  une  portion  de  polygone  qui  enveloppe 
cet  arc , on  aura  encore  2 tang.  et  > 2 et , et  par 
conséquent 

tang.  et  > et. 

En  réunissant  les  deux  formules  qu’on  vient  d’éta- 
blir, on  trouvera 

sin.  et  < et  < tang.  et  ; 

puis  , en  remettant  pour  tang.  et  sa  valeur  , 
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tin.  cl 


sin.  et  < CL  < 


cos.  <t 


et  par  suite 


i < 


su».  CL 


COI.  CL  ’ 


sin.  cl 

I > > cos.  et. 


Or,  tandis  que  et  diminue,  cos.  et  converge  vers 
la  limite  i : ii  en  sera  donc  de  même  a fortiori  du 

rapport  — toujours  compris  entre  i et  cos.  et , 
en  sorte  qu’on  aura 


(7) 


lim. 


sin.  et 
et 


I. 


La  recherche  des  limites  vers  lesquelles  convergent 

1 * /(*-+-«} — f(x)  /(<*) — f(°)  t 

les  rapports  ^ — sL1-L  , étant  un 

des  principaux  objets  du  calcul  infinitésimal,  nous 
11e  nous  y arrêterons  pas  davantage. 

II  nous  reste  à examiner  les  valeurs  singulières 
des  fonctions  de  plusieurs  Variables.  Quelquefois  ces 
valeurs  sont  complètement  déterminées,  et  indé- 
pendantes des  relations  que  l’on  pourrait  établir  entre 
les  variables.  Ainsi,  par  exemple,  si  l’on  désigne  par 


quatre  variables  positives , dont  les  deux  premières 
convergent  vers  la  limite  zéro,  et  les  deux  dernières 
vers  la  limite  00  , on  reconnaîtra  sans  peine  que  les 
expressions 

* £,  *y,  4»  T’  <L> > • 
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ont  pour  limites  respectives 

O,  oo,  O,  OO  , O,  OC  . 

Mais  le  plus  souvent  la  valeur  singulière  d’une  fonc- 
tion de  plusieurs  variables  ne  peut  être  entièrement 
déterminée  que  dans  le  cas  particulier  où , en  faisant 
converger  ces  variables  vers  leurs  limites  respec- 
tives, on  établit  entre  elles  certaines  relations;  et, 
tant  que  ces  relations  ne  sont  pas  fixées,  la  valeur 
singulière  dont  il  s’agit  est  une  quantité  ou  to- 
talement indéterminée  , ou  seulement  assujettie  à 
rester  comprise  entre  des  limites  connues.  Ainsi , 
comme  on  l’a  remarqué  plus  haut,  la  valeur  singu- 
lière à laquelle  se  réduit  le  rapport  de  deux  variables 
infiniment  petites,  dans  le  cas  où  chacune  de  ces  va- 
riables s’évanouit , peut  être  une  quantité  quelconque 
finie , nulle  ou  infinie.  En  d’autres  termes  , cette 
valeur  singulière  sera  complètement  indéterminée. 
Si,  au  lieu  de  deux  variables  infiniment  petites,  on 
considère  deux  variables  infiniment  grandes  , on 
trouvera  que  le  rapport  de  ces  dernières  , .tandis 
que  leurs  valcurlnumériques  croissent  indéfiniment, 
converge  encore  vers  une  limite  arbitraire,  mais 
positive  ou  négative,  suivant  que  les  deux  variables 
sont  de  même  signe  ou  de  signes  contrâmes.  Il  est 
également  facile  de  s’assurer  que  le  produit  d’une 
variable  infiniment  petite  par  une  variable  infiniment 
grande  a pour  limitç  une  quantité-  complètement 
indéterminée. 

Afin  de  présenter  une  dernière  application  des 
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principes  qu’on  vient  detablir , cherchons  quelles 
valeurs  il  faut  attribuer  aux  variables  x et  y pour 
que  la  valeur  de  la  fonction 

y* 

devienne  indéterminée.  Si  l’on  désigne  par  A un 
nombre  supérieur  à l'unité,  et  par  L la  caractéris- 
tique des  logarithmes  dans  le  système  dont  la  base 
est  A,  on  aura  évidemment 


et  par  suite 

. I L f/) 

y*  = A~- 

• . • 

• a % 

Or,  il  est  clair  que  l’expression  s 

’ Kr) 

A~ 

convergera  vers  une  limite  indéterminée,  lorsque 
le  rapport 

(y) 

X 

convergera  lui-méme  vers  une  seinblable  limite,  ce 
qui  arrivera  dans  deux  cas  dift’érens,  savoir,  i .°  lors- 
que Z,  (y)  et  x seront  deux  quantités  infiniment 
petites,  c’est-à-dire,  lorsque  x et  y auront  pour 
limites  respectives  o et  i ; 2.0  lorsque  L (y)  et  x 
seront  deux  quantités  infiniment  grandes,  c’est-à- 
dire,  lorsque  x ayant  une  limite  infinie,  y aura  pour 
limite  o ou  00.  Il  est  bon  d’observer  que,  dans  l’un 
et  l’autre  cas,  Ja  limite  indéterminée  de  l’expression 
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K/)  1 

A~=y 

» 

sera  nécessairement  positive.  Il  peut  même  arriver 
que  cette  limite  soit  assujettie  à demeurer  comprise 
entre  les  valeurs  extrêmes  o et  i , ou  bien  entre 
tes  suivantes,  i et  ».  Concevons,  par  exemple, 
que  chacune  des  variables  x et  y converge  vers  la 
limite  oo . Dans  ce  cas , la  limite  du  rapport 

L ( y ) ■ . 

X 

étant  une  quantité  positive  quelconque,  celle  de 

i.  £0_) 

y * — A * ne  pourra  être  qu’une  quantité 
moyenne  entre  r et  oo.  Cette  moyenne  sera  d’ail- 
leurs indéterminée  , tant  que  l’on  n’établira  pas 
entre  les  variables  infiniment  grandes  .r  et  y de 
relation  particulière.  Mais  si  l’on  suppose  y 

y =/(*)» 

J'(x)  désignant  une  fonction  qui  croisse  indéfini- 
ment avec  la  variable  x , alors  la  moyenne  dont  il 
s’agit,  n’étant  autre  chose  que  la  limite  de 

r/wr. 

obtiendra  une  valeur  déterminée,  que  l’on  pourra 
souvent  calculer  à l’ajde  du  théorème  z.e  i 

i , * 

Si , au  lieu  de  la  fonction  y x , on  eût  considéré 
la  suivante 

y*  f ' 

on  aurait  trouvé  que  cette  dernière  devient  indéter- 

e * , 
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minée,  i.#. lorsque  la  variable  y converge  vers  ta 

limite  i , et  la  variable  x vers  l’une  des  suivantes, 

oo  , oo  ; 2°  lorsque,  la  variable  x ayant  zéro 

pour  limite,  y converge  vers  zéro  ou  vers  l’infini 
positif. 

Quelquefois  on  rencontre  dans  le  calcul  des  ex- 
pressions singulières  qui  ne  peuvent  être  considérées 
que  comme  des  limites  vers  lesquelles  convergent 
des  fonctions  de  plusieurs  variables , tandis  que  ces 
mêmes  variables  deviennent  infiniment  petites  ou 
infiniment  grandes , ou  même,  plus  généralement,' 
convergent  vers  des  limites  fixes.  Telles  sont , par 
exemple , les  expressions 

O OO  9 00  ç , 

OXO  r —,  00X00  , — , 0X00  , O,  I , &C.... 

O oo  , 

parmi  lesquelles  on  doit  regarder  les  deux  premières 
comme  les  limites  vers  lesquelles  convergent  le  pro- 
duit et  le  rapport  de  deux  variables  infiniment  pe- 
tites , les  deux  suivantes  comme  les  limites  du  produit 
et  du  rapport  de  deux  variables  positives  infiniment 

grandes, &c Si  l’on  considère  en  particulier  les 

expressions  singulières  que  produisent  les  fonctions 

' x-hy,  xy,  j,  yx,  y*, 

on  trouvera  que  les  valeurs  3e  ces  mêmes  expres- 
sions, lorsque  les  variables  restent  indépendantes, 
peuvent  être  aisément  fixées  par  ce  qui  précède.  Les 
équations  qili  serviront  à déterminer  ces  valeurs 

seront  respectivement  •...>» 

» 
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pour  la  fonction' 

x-\-y...  oo -h  00  = 00,  oo  — oo=*Af({  — oo,  -+-  oo)) 

0*0  = 0,  o*oo  = ox  — oo  = Af  ((  — oo,  -+-  oc  ; 
00  x 00= — OO  x — 00  = 00,  OO  x — oo  = — OO  ; 


P=M((-oo,  +o©)),  -5-=-5-=o»  = 

lo  " " OO  "OO  O O 


OO  —CO 


= ^ = Af((o,oo)},  ^^=^((-00.05); 


|o°=oo*=  M ((o,  oc)),  o00  = oo_00  = o, 
o"®=oc®  =oo,  1**=  I~»  = /W  ((o,  oo)); 

\ t • 


x I I 1 . 

o ° =00  5 = o on  OO  , O 00  = oo  50  = M ((o , 1 )) 

, 

o =3T  = co*  =yW((i , oo)) , I ° = ((o , ooj). 
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CHAPITRE  III. 

Des  Fonctions  symétriques  et  des  Fonctions  alter- 
nées: Usage  dé  ces  fonctions  pour  la  résolution 
des  équations  du  premier  degré  à un  nombre 
quelconque  d’inconnues.  Des  Fonctions  homo- 
gènes. 


J.  1 ,tr  Des  Fonctions  symétriques. 

Une  fonction  symétrique  de  plusieurs  quantités 
est  celle  qui  conserve  la  même  valeur  et  le  même 
signe  après  un  échange  quelconque  opéré  entre  ces 
quantités.  Ainsi,  par  exemple,  chacune  des  fouctions 

,r-+-y,  X>'-*-iff  xyz,  sin.  X-+-  sin.ÿ-4-  sin.  Z,  &LC... 

est  symétrique  par  rapport  aux  variables  quelle  ren- 
ferme, taudis  que 

x — y,  xy , &c....  • 

sont  des  fonctions  non  symétriques  des  variables  x 
et  y.  De  même  encore 

b-hc,  U-t-c1 , bc,  &c. .. 

sont  des  fouctions  symétriques  des  deux  quantités 
à,  c; 

b-+-c-+-d,  b'+c'-ï-d1,  bc-t-bd-+-cd,  bcd 

sont  des  fonctions  symétriques  des  trois  quantités 
b j Cf  d f &,c. ... 
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Parmi  les  fonctions  symétriques  de  plusieurs 
quantités  b , c . . .g,  h , on  doit  distinguer  celles  qui 
servent  de  coelïiciens  aux  diverses  puissances  de  ci 
dans  le  développement  du  produit 

(a—  b)  ( a—c) («-'-gO  (a~ &)f 

et  dont  les  propriétés  conduisent  à une  solution  très- 
élégante  de  plusieurs  équations  du  premier  degrc 
entre  n variables  x , y,  z . . .u , vf  lorsque  ces  équa- 
tions sont  de  la  forme 

Sx  -+-  y z -+-...  -+-  B ■+■  v — n,  i 

a x ■+■  b y -+-  cz-\r...~*-gu-+-hv— k , , 

^ij'  a'x  -+■  bzy  -+-  clz  -+■ ...  -+-gr*M  h v—  kx , 

J &c 

( an~'x-tr-b,‘~,y-t-cn~'z-i-...-+-gr’~'tt-t-hn~'v=k’1~z. 

En  effet,  soient 

An^  = — (b-hc-+-&LC -4 -g+h)  y 

A „_3  = bc  ...  -+- bg-+-  bh  ■+■ ...  -t-  c £•  -h  cÂ  -+- . • . -+-  gh  , 
&c 

A0=±bc gh 

les  fonctions  symétriques  dont  il  s’agit , en  sorte 
qu’on  ait 

att-’-hA„_,an-t-i-...-+-Ala-hA  =(a-b)(a-c)(a-d')... 

Si,  dans  cette  dernière  formule, on  remplace  suc- 
cessivement a par  b , par  c f &c....  , par  g,  par  hr 
on  trouvera 
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bn~'  -4 -A„~1  bn~x  -+-  &c. . . . A, b -hAB  = o , 

c~'  -+-  An_,  c"~*  -+-  &c. A,c  ■+■  Aa  = o , 

&c 

■+•  A„_tg^'-t-&c....  +A,#-t-A0  = o, 

-h"~’  -+-  /i”-*  •+-  &c Ah  A a — o. 

Si  l’on  ajoute  ensuite  membre  à membre  les  équa- 
tions ( i ),  après  avoir  multiplié  la  première  par  Aa , 
ïa  seconde  par  A, , &c... , l’avant-dernière  par  A„_lf 
et  la  dernière  par  l’unité,  on  obtiendra  la  suivante 

( an~'  -4-  A a”~*  -+-  &c -+-  A , a -+-  A6  ) x 

— hn  i -+-  A . . . -t-A,  k,  -i-A,  kt  ; 

et  l’on  en  conclura 

(2)  v x = 

frn_,— (b+c‘..+ff+h)kK_t+{br...+bff+/>/i...+c(r+eh...+ffh)tn_~— &c.±&f...gA.A. 

(«— *)(«— c) {a~ei  («— *;• 

On  déterminerait  par  un  procédé  analogue  les  va- 
leurs des  autres  inconnues  y,  z ..  .u,  v. 

Lorsque,  dans  les  équations  (1),  on  substitue  aux 
constantes 

b0  1 kt  , h x . . . , 

les  puissances  entières  successives  d’une  méine  quan- 
tité k,  savoir, 

*•  = 1,  k,  h1  ...  kn~'  , 

la  valeur  trouvée  pour  x se  réduit  à 
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/y  (*-*)  (*-*),. -(*-y)  (*-*) 

>3/  (a  — A)  (a  — c )....( a — g)  (a—  A) 

• * * » . 4 * . : 3 '"î . • ' . 

i 

,ï  V — **■  . 

£ 2.^  Des  Foliotions  alternées. 

; _ , i - • ii 

Une  fonction  alternée  de  plusieurs  quantités  est 
celle  qui  change  de  signe,  mais  en  conservant  au 
signe  près  la  même  valeur,  lorsqu’on  échange  deux 
de  ces  quantités  entre  elles  ; en  sorte  que , par  une 
suite  de  semblables  échanges,  la  fonction  devienne 
alternativement  positive  et  négative.  D’après  cette 
définition  ,•»’>.  ..  y 

x — y,  xyx — xl y , L\^j)fs\n.x  — sin .y,  &c... 

i • * ...*«*•  • • \ 

sont  des  fonctions  alternées  des  deux  variables  x 
et  y, 

( *-y){*-z)(y-z ,)  ' * ; 

est  une  fonction  alternée  des  trois  variables  x,  y , 
z ; et  ainsi  de  suite. 

Parmi  les  fonctions  alternées  de  plusieurs  va-  • 
riables 

x,  y , z ...  u , v , 

on  doit  distinguer  celles  qui  sont  rationnelles  et  en- 
tières par  rapport  à chacune  de  ces  mêmes  variables. 
Supposons  une  semblable  fonction  développée  et  - 
mise  sous  la  forme  d’un  polynôme.  Un  de  ses  termes, 
pris  au  hasard , sera  de  la  forme 

le  xp  y1  zr  . . . ..  us  v? , 
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p , q,  r ...  s,  t désignant  des  nombres  entiers,  et 
k un  coeflîcient  quelconque.  De  plus,  la  fonction 
devant  changer  de  signe,- mais  conserver  au  signe 
près  la  même  valeur,  après  icchange  mutuel  des 
deux  variables  x et  y , il  faudra  de  toute  nécessité 
qu’au  terme  dont  il  s’agit  corresponde  un  autre 
terme  de  signe  contraire 

— k xi  yp  zr u‘  v* , 

déduit  du  premier  en  vertu  de  cet  échange.  La 
fonction  se  composera  donc  de  termes  alternative- 
ment positifs  et  négatifs,  qui,  réunis  deux  à deux, 
produiront  des  binômes  de  la  forme 

k xp  y1  zr ...  tt?  v*  — k x1  yp  zr  ...  u’  vf 

— k ( xp  y1' — x*  yp)  zr . . . us  vr. 

Dans  chaque  binôme  de  cette  espèce*  p,  q seront 
nécessairement  deux  nombres  entiers  distincts  l’un 
de  l’autre  ; et , comme  la  différence 

xp  y ? — x ? yp  . 

est  évidemment  divisible  par  y — x,  ou , ce  qui  re- 
vient au  même,  par  .r — y,  il  en  résulte  que  chaque 
binôme  et  par  suite  la  somme  des  binômes  ou  la 
fonction  proposée  sera  divisible  par 

=fc  (y—x). 

Comme  on  peut  d’ailleurs,  dans  les  raisonnemens 
qui  précèdent,  substituer  aux  variables  x et  y deux 
autres  variables  quelconques  x et  z,  ou  y et  z,  &c... 
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on  obtiendra  définitivement  les  conclusions  sui- 
vantes : 

1. *  Une  fonction  alternée,  mais  entière,  de  plu- 
sieurs variables  x,  xj , z u,  v,  est  composée 

de  termes  alternativement  positifs  et  négatifs , dans 
chacun  desquels  les  diverses  variables'  ont  toutes 
des  exposans  différens  ; 

2. "  Une  semblable  fonction  est  divisible  par  le 
produit  des  différences 

— (y~x),  ± (*—•*)»  ...±(k— tf),  dz(y—x)f 

1 * v 

±{z—7A  y).  ±(»—  y). 

(>).  &c. ...  ±(u— z),  ±(v— z), 

| _ &c 

( . . =*?(*'—“)» 
prises  chacune  avec  tel  signe  que  l’on  voudra.  •* 

. Le  produit  dont  il  est  ici  question-,  ainsi  qu’on 
peut  aisément  le  reconnaître,  est  lui-mème  une  fonc- 
tion alternée  des  variables  que  l’on  considère.  Pour 
le  prouver,  il  suffit  de  faire  voir  que  ce  produit 
change  de  signe  , en  conservant  au  signe  près  la 
même  valeur , après  l’échange  mutuel  de  deux  va- 
riables, x et  y par  exemple.  Or  en  effet,  suivant 
que  l’on  adopte  pour  chaque  différence  le  signe  -t- 
<yi  le  signe  — , ce  produit  se  trouve  égal  soit  à 
soit  à — Cp , la  valeur  de  Cp  étant  déterminée  par  l’é- 
quation 

(2)  <p  = 

' (y—*)  • • • («— *)  (v-tt)  x (z— y) . . . («— y)  (v—y)  x . . . x (»— «)  ; 
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et,  comme  i!  est  évident  que  cette  valeur  de  change 
seulement  de  éîgne  en  vertu  de  Icchange  mutuel 
des  variables  x et  y,  on  peut  conclure  qu’il  en  sera 
de  même  d’une  fonction  équivalente  soit  à.  Cj> , 
soit  à — <J>. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l’on  prenne 
chacune  des  différences  ( i ) avec  le  signe  -h.  Le 
produit  de  toutes  ces  différences  sera  la  fonction  <|> 
déterminée  par  l’équation  (2),  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  par  la  suivante 

' (3)  <P  = 

{y—x)  x (a— x)(s— y)x x (»— x)  (»— y)  (»— ■*) (*—*)' 

Si,  de  plus,  on  appelle  n le  nombre  des  variables 
x,y,  z ...  u,  v ; n — 1 sera  évidemment  le  nombre 
des  différences  qui  renferment  une  même  variable  : 
et  par  suite , dans  chaque  terme  de  la  fonction  <^> 
développée  et  mise  sous  la  forme  d’un  polynôme , 
l’exposant  d’une  variable  quelconque  ne  pourra  sur- 
passer n — 1.  Enfin,  comme  dans  un  même  terme 
les  différentes  variables  devront  être  affectées  d’ex- 
posans  différens , il  est  clair  que  ces  divers  exposans 
seront  respectivement  égaux  aux  nombres 

1 

« • • • - 1 

o > * » 2 > 3*  1 • 

y - ; ■ 1 

Chaque  terme , abstraction  faite  du  signe  et  du  coef- 
ficient numérique , sera  donc  équivalent  au  produit 
des  diverses  variables  rangées  dans  un  ordre  quel- 
conque, et  respectivement  élevées  aux  puissances 
marquées  par  les  nombres  o,  1,  2,3,...» — 1. On  doit 


r 


Digitized  by  Google 


I.“  PARTIE.  CHAP.  III.  77 

ajouter  que  chaque  produit  de  cette  espèce  se  trou- 
vera compris  une  seule  fois,  tantôt  avec  le  signe  -+-, 
tantôt  avec  le  signe  — , dans  le  développement  de 
la  fonction  <}>.  Par  exemple,  le  produit 

x°  y1  z% u”-1  v”-1 

> • # 

ne  pourra  être  formé  que  par  la  multiplication  des 

premières  lettres  des  facteurs  binômes  qui  compo- 
sent le  second  membre  de  l’équation  (3). 

A l’aide  des  principes  que  nous  venons  d’établir, 
il  est  facile  de  construire  en  entier  le  développement 
de  la  fonction  <p , et  de  démontrer  ses  diverses  pro- 
priétés [ voyez  à ce  sujet  la  note  IV  ].  Nous  allons 
maintenant  faire  voir  comment  on  se  trouve  conduit, 
par  la  considération  d’un  semblable  développement, 
à la  résolution  des  équations  générales  du  premier 
degré  à plusieurs  variables. 

Soient 

a0  x -4-  bay  -+-  c„  z h-  . . . ga  u -+■  hB  v = k. , 

a,  x-+-  bt  y -i-c,  z -+- +^1«+/i,îi=l,i, 

aix-+-b1y  + c xz -+- . . . -+-£•,?*-»-/*,  v = kx , 

&c ^ . 

a„_lx+bn_ly+cn_tz+...+gn_lu-*-hn_lv=kll_t 

*n  équations  linéaires  entre  les  n variables  ou  incon- 
nues 

x,  y,  z ...  u,.v, 
et  les  constantes 

V 

\ 
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) bm  I C0  , 6lC.  . . . ) h,  , I 

b,  >_  ^-i  > &C.  ...  ^ « 

®n  i c, , &C.  . . . g“t  , . » ^’»  » 

&c. .... 

^n-i  > ^n-1  * ^«-1  > ^LC. . . ffn—i  » ^n-i  » ^'»-r  » 

choisies  arbitrairement.  Représentons,  en  outre,  par 
P ce  que  devient  la  fonction  <p  lorsqu’on  y rem- 
place les  variables 

x , y , z ...  u,  v 

par  les  lettres 

a , b , c . . . g , h 

considérées  comme  autant  de  nouvelles  quantités  ; 
en  sorte  qu’on  ait 

(5)  P = 

( h — a)  x (c — a)  (c — b ) x . . .x  (A— a)  (A — A)  (A — c) {k—g). 

Le  produit  P sera  la  fonction  alternée  la  plus 
simple  des  quantités  a,  b,  c ...  g,  h;  et,  si  l’on 
développe  cette  fonction  par  la  multiplication  algé- 
brique de  ses  facteurs  binômes,  chaque  terme  du 
développement  sera  équivalent , au  signe  près , au 
produit  de  ces  mêmes  quantités  rangées  dans  un 
certain  ordre , et  respectivement  élevées  à des  puis- 
sances marquées  par  les  exposans  o,  i , 2,  3,  ...*n — i.. 
Cela  posé , concevons  que  dans  chaque  terme  011 
remplace  les  exposans  des  lettres  par  des  indices , 
en  écrivant , par  exemple , 

«.  b,  c, §'n~.  K-*  , 
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au  lieu  du  terme 

a°  b ’ c*  .....  g”-'  hT'  ; 

et  désignons  par  D ce  que  devient  alors  ïe  dévelop- 
pement du  produit  P.  La  quantité  D aura  évidem- 
ment, tout  comme  le  produit  P , la  propriété  de 
changer  de  signet,  lorsqu’on  échangera  entre  elles 
deux  des  lettres  données , par  exemple , les  deux 
lettres^  et  b.  Il  est  aisé  d’en  conclure  que  la  valeur 
de  D sera  réduite  à zéro,  si  l’on  écrit  dans  tous  ses 
termes  la  lettre  b à la  place  de  la  lettre  a,  sans 
écrire  en  même  temps  a à la  place  de  b.  II  en  serait 
de  même  si  l’on  écrivait  par- tout  à la  place  de  la 
lettre  a l’une  des  lettres  c ....  g,  h.  Par  suite,  si , 
dans  le  polynôme  D,  on  désigne  la  somme  des  termes 
qui  ont  aa  pour  facteur  commun  par  A0a0 , la 
somme  des  termes  qui  renferment  le  facteur  a,  par 

A,a ,,  &c ; enfin  la  somme  des  termes  qui  ont 

pour  facteur  par  A„_,a„_, , en  sorte  que  la 
valeur  de  D soit  donnée  par  l’équation 

(6)  D=Aoa0-hAlal-hA,a1-+-&.c...-+-A„_la;_, , 

on  trouvera,  en  écrivant  successivement  dans  le 
second  membre  de  cette  équation  les  lettres  b,  c... 
g,  h,  à la  place  de  la  lettre  a, 

S o = Aob0-t- A,  b,-h  A tbx-+- ...-+-  A n_t  bn , 
o = A0c0-hA,cl-+-A1ct-i-...-+-A„_l  cn_, , 

\7h  &c 

1 o = AQg„  + Algx-*-A>gx-*-...-+-A„_lgn_l  , 

\ o — A% ha-i-Aihl  -\-Athx -+- . . . An_t 
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Supposons  maintenant  qu’on  ajouté  membre  à 
membre  les  équations  (4),  après  avoir  multiplié  U 
première  par  Aa , la  seconde  par  A , , la  troisième 
par^l, ...  la  dernière  par  An_,.  On  verra , dans  cette 
addition,  les  coefïiciens  des  inconnues  y,  z . . . u,  v 
disparaitre  d’eux-mémes  en  vertus. des  formules  (7), 
et  l’on  obtiendra  définitivement  l’équation 

D x — A „ k 0-^~  A l k , -+-AX & c... -+- A n_ , XB_, , 

de  laquelle  on  conclura 

„ ^0  *0 -+î^1  A,  -+-.<4.^  &c...  -H 

^ _ />  ’ 

* . . « * ’ 1 

Comme  d’ailleurs  des  deux  quantités 
D et  Aa  ka  -+-  A , X,  -+-A1 X' t -t- ....  -t-  A X„_, 

1 

la  première  est  ce  que  devient  le  développement 
du  produit  ; . . . 

{b — a)x(c — a)  (c — X)x...x(X — a'\(Ji — b)(h — c)...(/i — -g) , 

lorsque  dans  ce  développement  on  remplace  les  ex- 
posans  des  lettres  par  des  indices,  et  la  seconde,  ce 
que  devient  la  quantité  D,  équivalente- au  second 
membre  de  la  formule  (6),  lorsqu’on  y substitue  la 
lettre  X à la  lettre  a ; il  en  résulte  que  la  valeur  de 
x peut  être  censée  déterminée  par  l’équation 

(9)  * = ’ 

( A — A)  x ( c — A)  (c — t)  x ...x  ( h — A)  (A — b ) (A — c ) ...(  A — g)  < 
(A — a ) x (c — a ) (c— A ) x ...  x (A — a ) ( A— A)  ( A— c )...(  A — g)  ’ 

pourvu  que  l’on  convienne  de  développer  les  deux 
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termes  de  la  fraction  qui  forme  ie  second  membre, 
et  de  remplacer  dans  chaque  développement  les 
exposans  des  lettres  par  des  indices.  La  valeur  que 
l’équation  (p)  prise  à la  lettre  semble  fournir  pour 
l’inconnue  x,  n’étant  pas  exacte  et  ne  pouvant  le 
devenir  que  par  suite  des  modifications  énoncées, 
est  ce  que  nous  nommerons  une  valeur  symbolique 
de  cette  inconnue. 

La  méthode  qui  nous  a conduits  à la  valeur  sym- 
bolique de  x fournirait  également  celles  des  autres 
inconnues.  Pour  montrer  une  application  de  cette 
méthode , supposons  qu’il  s’agisse  de  résoudre  les 
équations  linéaires 

!a0x  -+-  b0y  -+-  c0z  = k0  , 

atx-t-bly-*-ctz  = kl, 

ax  x ■+■  bx  y -+■  cxz  — kx. 


On  trouvera  dans  cette  hypothèse , pour  la  valeur 
symbolique  de  l’inconnue  x , 


fb  — k)(c  — k)(c  — b) 
v — ~(~b  — a ){c  — a)  ( c — 6) 


k°b'c *—  k°blc'-h  k'b'c0—  k'b'c'-h  k*b°c'—  k‘b'c° 
a0b'c‘^ac,b2c' -t- a’b2c° — a'b°c*-\-  a1b'’cl — a'À'c°  ’ 


et  par  suite,  la  valeur  véritable  de  la  même  incon- 
nue sera 


' l "ol>1cx—a!>b1cl-Hilb2c0-a,b0cx-^axb0ct—axblc0  ' 

Nota.  Lorsque,  dans  les  équations  (4),  on  rem- 
place les  indices  des  lettres  a,bfc  ...  g,  h,  k par  des 
TOM.  1.  F 
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exposans,  la  valeur  symbolique  de  x donnée  par 
l'équation  (9)  devient  évidemment  la  valeur  véri- 
table , et  coïncide,  comme  on  devait  s’y  attendre, 
avec  celle  que  fournit  la  formule  (3)  du  §.  1 


5.  3.*  Des  Fonctions  homogènes. 

Une  fonction  de  plusieurs  variables  x,  y,  z . . . 
est  homogène,  lorsque,  t désignant  une  nouvelle 
variable  indépendante  des  premières , le  changement 
de  x en  tx , de  y en  ty,  de  z en  tz  . . . fait  varier 
cette  fonction  dans  le  rapport  de  l’unité  à une  puis- 
sance déterminée  de  t ; et  l’exposant  de  cette  puis- 
sance est  ce  qu’on  nomme  le  degré  de  la  fonction 
homogène.  En  d’autres  termes, 

• / ( •*/  y»  * • • • ) 

sera  une  fonction  homogène  du  degré  a par  rapport 
aux  variables  x,  y,  z . .. , si  l’on  a,  quel  que  soit  t , 

(1)  f{tx,  ty,  tz  ...)  = t*f(x,  y,  z...). 

Ainsi,  par  exemple, 

x'+xy-hy'  , 1 /(xy),  ly—lx, 

sont  trois  fonctions  homogènes  des  variables  x et  y, 
la  première  du  second  degré , la  deuxième  du  pre- 
mier degré , et  la  troisième  d’un  degré  nul.  Une 
fonction  entière  des  variables  x,  y,  z ...  composée 
de  termes  tellement  choisis , que  la  somme  des  ex- 
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posan9  des  diverses  variables  soit  la  même  dans  tous 
les  termes,  est  évidemment  homogène. 

Si,  dans  la  formule  (i),  on  fait  t on  èn 
conclura 

(2)  f{x,y,z  = i,  -J-,  -j  ...). 

Cette  dernière  équation  établit  une  propriété  des 
fonctions  homogènes  qu’on  peut  énoncer  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Lorsqu’une  fonction  de  plusieurs  variables  x, 
y , z , . . . est  homogène , elle  équivaut,  au  produit 
de  l'une  quelconque  des  variables  élevée  a une  cer- 
taine puissance  par  une  fonction  des  rapports  entre 
ces  mêmes  variables  combinées  deux  à deux. 

On  peut  ajouter  que  cette  propriété  appartient 
exclusivement  aux  fonctions  homogènes.  Et , en 

effet , supposons  /’(  x,  y , z ) équivalente  au 

produit  de  xa  par  une  fonction  des  rapports  entre 

les  variables  x,  y,  z combinées  deux  à deux. 

Comme  on  pourra  exprimer  tous  ces  rapports  au 
moyen  de  ceux  qui  ont  x pour  dénominateur,  en 
écrivant  par  exemple , au  lieu  de  ~ , 


(-) 


il  en  résulte  que  la  valeur  de  f{x,  y,  z ...)  sera 
donnée  parune  équation  de  la  forme 

F 
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/(.r,  y,  z...)=u r-  f ...). 

Cette  équation  devra  subsister,  quelles  que  soient 
les  valeurs  de  x,  y,  z ...  ; et,  si  l’on  y remplace 

x par  tx,  y par  ty , z par  tz  . . . , 

elle  deviendra 

f{tx,  ty,  tz  ...)  = t*.xa  i 

Par  suite , on  aura  , quel  que  soit  t , dans  l’hypo- 
thèse admise, 

f{tx,  ty,  tz  ...)  = t*f{x,  y,  z ...); 
ou , en  d’autres  termes , 

/(■*>  V>  z ) 

sera  une  fonction  homogène  du  degré  a par  rap- 
port aux  variables  x,  y,  z .... 
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CHAPITRE  IV. 

Détermination  des  Fonctions  entières , d'après  un 
certain  nombre  de  valeurs  particulières  suppo- 
sées connues.  Applications. 


5.  l.*'  Recherche  des  Fonctions  entières  d’une  seule 
variable  , pour  lesquelles  on  connaît  un  certain 
nombre  de  valeurs  particulières. 

Déterminer  une  fonction  d’après  un  certain 
nombre  de  valeurs  particulières  supposées  connues , 
c’est  ce  qu’on  appelle  interpoler.  Lorsqu’il  s’agit 
d’une  fonction  d’une  ou  de  deux  variables , cette 
fonction  peut  être  considérée  comme  l’ordonnée 
d’une  courbe  ou  d’une  surface  ; et  le  problème  de 
F interpolation  consiste  à fixer  la  valeur  générale 
de  cette  ordonnée,  d’après  un  certain  nombre  de 
valeurs  particulières , c’est-à-dire,  à faire  passer 
la  courbe  ou  la  surface  par  un  certain  nombre  de 
points.  Cette  question  peut  être  résolue  d’une  infi- 
nité de  manières  ; et  en  général  le  problème  de 
l’interpolation  est  indéterminé.  Toutefois  l’indéter- 
mination cessera,  si  à la  connaissance  des  valeurs 
particulières  de  la  fonction  cherchée  on  ajoute  la 
condition  expresse  que  cette  fonction  soit  entière , 
et  d’un  degré  tel  que  le  nombre  de  ses  termes  de- 
vienne précisément  égal  au  nombre  des  valeurs 
particulières  données. 
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Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l’on  con- 
sidère d’abord  les  fonctions  entières  d’une  seule 
variable  x.  On  établira  facilement  à leur  égard  les 
propositions  suivantes. 

1. "  Théorème.  Si  une  fonction  entière  de  la 
variable  x s’ évanouit  pour  une  valeur  particulière 
de  cette  variable,  par  exemple,  pour  x—xu,  elle 
sera  divisible  algébriquement  par  x — xa. 

2. *  Théorème.  Si  une  fonction  entière  de  la 
variable  x s'évanouit  pour  chacune  des  valeurs  de 
x comprises  dans  la  suite 

■^oi  » 

n désignant  un  nombre  entier  quelconque , elle  sera 
nécessairement  divisible  par  le  produit 

(x-xf)  (x  .r, ) (x-xj  . . . {x-xn_t). 

Soient  maintenant  <p(.r)  et  *\,{x)  deux  fonctions 
entières  de  la  variable  x , l’une  et  l’autre  du  degré 
n — i,  et  qui  deviennent  égales  entre  elles  pour 
chacune  des  n valeurs  particulières  de  x comprises 
dans  la  suite  x0 , xt , xt  . . . x . Je  dis  que  ces 
deux  fonctions  seront  identiquement  égales , c’est- 
à-dire,  qu’on  aura,  quel  que  soit  x , 

<?(*)  = 4 O*)1 

et  en  effet,  si  cette  égalité  n’avait  pas  lieu , on  trou- 
verait dans  la  différence 

un  polynôme  entier  dont  le  degré  ne  surpasserait 
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pas  n — i , mais  qui , s’évanouissant  pour  chacune 
des  valeurs  de  x ci-dessus  mentionnées,  serait  pour- 
tant divisible  par  ie  produit 

{x—x0){x—xt)  (x—x>)  . . : (x—x^), 

c’est-à-dire,  par  un  polynôme  du  degré  n;  ce  qui 
est  absurde.  On  serait  assuré  à fortiori  de  l’égalité 
absolue  des  deux  fonctions  et  ^(.r),  si  l’on 

savait  quelles  deviennent  égales  entre  elles  pour  un 
nombre  de  valeurs  de  x supérieur  à n.  On  peut 
donc  énoncer  le  théorème  suivant. 

3. '  Théorème.  Si  deux  fonctions  entières  de  la 
variable  x deviennent  égales  pour  un  nombre  de 
valeurs  de  cette  variable  supérieur  au  degré  de 
chacune  des  deux  fonctions , elles  seront  identique- 
ment égales , quel  que  soit  x. 

On  en  déduit  comme  corollaire  cet  autre  théo-r 
rème  : 

( 

4. *  Théorème.  Deux  fondions  entières  de  la 
variable  x sont  identiquement  égales  toutes  les  fois 
qn  elles  deviennent  égalés  pour  des  valeurs  en- 
tières quelconques  de  cette  variable,  ou  même  pour 
toutes  les  valeurs  entières  qui  suipassent  une  limite 
donnée. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  le  nombre  .des  valeurs  do 
x , pour  lesquelles  les  deux  fonctions  deviennent 
égales,  est  indéfini. 

Il  suit  du  théorème  3 .*  qu’une  fonction  entière 
u du  degré  n — 1 sera  complètement  déterminée , 
si  l’on  connaît  ses  valeurs  particulières 
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M„ , H,  U ...  U 

i i n—i 

correspondantes  aux  valeurs 

o > ^ • • • JT 

1 1 a /f—r 

de  la  variable  a*.  Cherchons  dans  cette  hypothèse 
la  valeur  générale  de  la  fonction  u.  Si  l’on  suppose 
d’abord  que  les  valeurs  particulières  i/0,  ut  ...  un  se 
réduisent  toutes  à zéro,  à l’exception  de  la  première 
ua,  la  fonction?/,  devant  alors  s’évanouir  pour.  r=x, , 
pour  x=zxx,  &c. ....  enfin  pour  x=xa_t  , sera 
divisible  par  le  produit 

(x  — xt)(x  — xx)  ...(x-x„_,)t 

et  sera  par  conséquent  de  la  forme 

U=k{x-xt)(x-xx  ) ...(x-x^), 

le  ne  pouvant  être  qu’une  quantité  constante.  De 
plus,  n devant  se  réduire  à ua  pour  x = xa , on  er» 
conclura 

7/„  = /c(x-xt  ) (x0~xj  . . . (x  ), 

et  par  suite 

U = U (•r-J.)  (*  — ...  (x  — ■%_,) 

° (•*•.-•*■,)  ... 

De  meme,  si  les  valeurs  particulières  ?/„,  « , u ... 
Ur-T  se  réduisent  toutes  à zéro , à l’exception  de  la 
seconde  u-x , on  trouvera 

U — u -Xgt/O  (*-*■)•••  (*-*■■-■)  . 

' (x.~  *o)  (■*,  — -rj  ...  (x,-!,.,)  ‘ 

&C.  ...  • 
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Enfui , si  elles  se  réduisent  toutes  à zéro  , à l’ex- 
ception de  la  dernière  u , on  trouvera 

u — u (J~ J°)  (*  — J.)  •••  (*  — ■*•»-») 

T,).  *n-l) 

En  réunissant  les  diverses  valeurs  de  u correspon- 
dantes aux  diverses  hypothèses  qu’on  vient  de  faire, 
on  obtiendra  pour  somme  un  polynôme  en  x du 
degré  n — i , qui  aura  évidemment  la  propriété  de 
se  réduire  à ua  pour  x=xot  à ut  pour  x—xt , 

&c à un_t  pour  x—xni.  Ce  polynôme  sera 

donc  la  valeur  générale  de  u qui  résout  la  ques- 
tion proposée,  en  sorte  que  cette  valeur  générale 
se  trouvera  déterminée  pàr  la  formule 

_ u (x  — x,)  (x  — x,) (x  — 

° (x0  — xj")  (x„  — Xz) (x„  — x„_.) 

-4-  u (x  — J0)rx  — Jz) .'(x  — x„_,) 

1 (x,  — x0)(xl  — x^)..  ..(x,  — x„_,) 

-+-  &c 

. (x  — X„)  (x— X,) (x  — X„_J 

(x,_,-^„)( i,-,-x,)...(x,-I-ïJ 

On  pourrait  déduire  directement  la  même  formule 
de  la  méthode  que  nous  avons  employée  ci-dessus 
(chap.  III,  §.  i)  pour  résoudre  dans  un  cas  parti- 
culier des  équations  linéaires  à plusieurs  variables  ; 
[voyez  à ce  sujet  la  note  V ]. 

Si,  en  désignant  par  a une  quantité  constante, 
on  remplace  dans  la  formule  ( i ) la  fonction  u par 
la  fonction  u — a,  qui  sera  évidemment  de  même 
degré  , et  les  valeurs  particulières  de  u par  les  va- 
leurs particulières  de  u — a,  on  obtiendra  l’équation 
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u — a=(ua—a) 
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(j  — J,)  (x— x,  j. 


(x0— jt,)(j0— jr^). 


&c. 


. ,(x  — .t„„  ) 
•(*<>  — 

— J1— ,) 


a) 


( * — *.)  (*—*.) (*—•*»..»? 

(x  «- . — *■— *) 


} 


et,  en  comparant  cette  équation  à fa  formule  (i), 
on  trouvera  la  suivante 


(3) 


I = (j  — J,  ) (x— x,) (x  — x._,) 

(*o  — *l)  ( — *,)■  • •( 

_J_  (x  — x„)(x  — J,).,  .(x  — xn_,) 

(*.—  *«)  (*.— *2). ••(•*,—  ) 

-+-  &C 


(x  — J°)  (J  ~ x<) (*  ~ J-,-,) 

(*—— *o)  (*._—*,)•  . ' 

Cette  dernière  équation  est  identique , et  subsiste 
quel  que  soit  x. 

Les  équations  (i)  et  (2)  peuvent  servir  l’une  et 
l’autre  à résoudre,  pour  les  fonctions  entières,  le 
problème  de  l’interpolation  ; mais  il  convient  en 
général  de  préférer  pour  cet  objet  l’équation  (2), 
attendu  qu’on  peut  y faire  disparaître  l’un  des  termes 
du  second  membre,  en  prenant  la  constante  a équi- 
valente à l’une  des  quantités 


J ^1  ) • • • • 

Supposons,  par  exemple,  qu’il  s’agisse  de  faire 
passer  une  droite  par  deux  points  donnés.  Dési- 
gnons par  xa  , ya  les  coordonnées  rectangulaires 
du  premier  point , par  xt , yi  celles  du  second , et 
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par  y l’ordonnée  variable  de  la  droite.  En  rempla- 
çant dans  la  formule  (2)  la  lettre  u par  la  lettre  y , 
puis  faisant  n—  1 , et  a~y0;  on  trouvera  pour  le- 
quation  de  la  droite 

(4)  y-y*  = (yl-y.)  -j^r- 

Supposons,  en  second  lieu,  qu’il  s’agisse  de  faire 
passer  par  trois  points  donnés  une  parabole  dont 
l’axe  soit  parallèle  à l’axe  des  y.  Nommons 

a,  et  yi  , xi  et  yt  , .r3  et  y, 

les  coordonnées  rectangulaires  des  trois  points.  Soit 
de  plus  y l’ordonnée  variable  de  la  parabole.  En 
remplaçant  toujours , dans  la  formule  (2) , la  lettre 
u par  la  lettre  y , puis  faisant  n = 2 , et  a— y , on 
trouvera  pour  l’équation  de  la  parabole 

(5)  y-y.  = (y.-yO{^$rEï j 

-(y--y0ft=3£=Sj. 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(6)  y -y. = [(y.  -y)  ■+■  [y -y)  ^ ] • 

Lorsque  dans  l’équation  ( 1 ) on  prend  u = xm , 
( m désignant  un  nombre  entier  inférieur  à n ) , les 
valeurs  particulières  de  u représentées  par 


ua 


u 


u 


u 


» 


se  réduisent  évidemment  à 


/%•»  ^ /y*  ^ /y»  ^ ^ 

u 1 ; x • • • • 0-1 
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On  a donc,  pour  les  valeurs  entières  de  m qui  ne 
surpassent  pas  n — i , 

(7)  xm  = xm  ~ — J-' ) 


X 


* ( J— j0)(j— xa)....(x  — J.-,  ) 


(xi  ■ro)('ri  ïl)»  » • <(^|  xn—  1 ) 


&c. 


-+-X 


(x— - *o)  (*— ■ x,) (J  — x»-») 

n~*  (,r a—  1 a*o)CJ:B— 1 X,).  • *(x *—  1 J«-i) 

Cette  dernière  formule  comprend  comme  cas  par- 
ticulier l’équation  (3).  De  plus,  si  l’on  observe  que 
chaque  puissance  de  x,  et  en  particulier  la  puis- 
sance xn~' , doit  nécessairement  avoir  le  même  coef- 
licient  dans  les  deux  membres  de  la  formule  (7), 
on  trouvera, 

j.°  En  supposant  m<n  — 1 , 

(8) 


(a0— jr.)  (x„—  *,) (x„—  x„_,) 


(*—*o  ) (*,-**)•  • •(*.  — ' *n-,) 

&C 


(x._,-X0)  (x^.-X,).  . ’ 


2.°  En  supposant  m — n — 1 , 


(9) 


1 = 


(x„—  *.)(*.  — *>)■  ••(*■>  — *n-,) 


(x,  — Xc)  (X,— X,).  . -(x,  — X„.,) 

&c.* 

(x._,)ri 

(x_,— XbXx...,— X,). 
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H est  bon  de  remarquer  que  la  formule  (8)  subsiste 
dans  le  cas  même  où  l’on  suppose  m—  o , et  devient 
alors 

( i o)  o = ' 

V ' - (x0-xt)(x0—x1)...(x0-x„_l) 

I 

■ 1 ~ - 

(x,  — X0)(*,— T,). X,_.) 

-+-  &c 


$.  2/  Détermination  des  Fonctions  entières  de  plusieurs 
variables  , d'après  un  certain  nombre  de  valeurs 
particulières  supposées  connues. 

Les  méthodes  par  lesquelles  on  détermine  les 
fonctions  d’une  seule  variable , d’après  un  certain 
nombre  de  valeurs  particulières  supposées  connues, 
peuvent  être  facilement  étendues , comme  on  va  le 
voir,  aux  fonctions  de  plusieurs  variables. 

Considérons  d’abord,  pour  fixer  les  idées,  des 
fonctions  de  deux  variables  x et  y.  Soient  ( x , y), 
•^/(x,  y),  deux  semblables  fonctions,  l’une  et  l’autre 
du  degré  n — 1 par  rapport  à chacune  des  variables, 
et  qui  deviennent  égales  entre  elles , toutes  les  fois 
qu’en  attribuant  à la  variable  x une  des  valeurs 
particulières  * 

X . X . * X ....  JT 

O 1 ! > X * ft—t 

on  attribue  en  même  temps  à la  variable  y l’une 
des  suivantes 

y.»  y,  » y,  ••••  y,-,- 
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Cp(.r0,  y),  7j)  seront  deux  fonctions  de  la 
seule  variable  y , qui  deviendront  égales  entre  elles 
pour  n valeurs  particulières  de  cette  variable.  Par 
suite,  (en  vertu  du  3.®  théorème,  §.  i.*r),  ces  deux 
fonctions  seront  constamment  égales , quel  que  soit 
y.  On  aura  donc  identiquement 

<î> (•*•<>,  y)  = + (•*..  y)- 

On  trouvera  de  même 

<?>(•*.  » y)  = + (■*. * y)* 

<?(•**»  y)  = 4> (■*■..  y). 

&c 

y)  = y)- 

D’ailleurs,  les  premiers  membres  des  n équations 
précédentes  sont  autant  de  valeurs  particulières  de 
la  fonction  y)  dans  le  cas  où  l’on  y considère 
x seul  comme  variable  ; et  les  seconds  membres 
représentent  les  valeurs  particulières  correspon- 
dantes de  l'a  fonction  y ).  Les  deux  fonctions 

(*/  y).  + (*/  y) » 

lorsqu’on  y attribue  à y une  valeur  constante  choisie 
arbitrairement,  deviennent  donc  égales  pour  n va- 
leurs particulières  de  x;  et,  comme  elles  sont  toutes 
deux  du  degré  n — 1 par  rapport  .à  x,  il  en  ré- 
sulte quelles  resteront  égales,  non-seulement  pour 
une  valeur  quelconque  attribuée  à la  variable  y , 
mais  encore  puur  une  valeur  quelconque  de  x.  On 
serait  assuré,  a fortiori,  de  légalité  absolue  des 
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deux  fonctions  y),  y),  si  l’on  savait 

quelles  deviennent  égales  toutes  les  fois  que  les 
valeurs  des  variables  x et  y sont  respectivement 
prises  dans  deux  suites  composées  chacune  de  plus 
de  n termes  différens.  On  peut  donc  énoncer  la 
proposition  suivante. 

1 . "  Théorème.  Si  deux  fonctions  entières  des 
variables  x et  y deviennent  égales  toutes  les  fois 
que  les  valeurs  de  ces  deux  variables  sont  respec- 
tivement prises  dans  deux  suites  qui  renferment 
l’une  et  l’autre  un  nombre  de  termes  supérieur  aux 
exposons  les  plus  élevés  de  x et  de  y dans  ces 
mêmes  fonctions , elles  seront  identiquement  égales. 

On  en  déduit,  comme  corollaire,  cet  autre  théo- 
rème : 

2. '  Théorème.  Deux  fonctions  entières  des  va- 
riables x et  y sont  identiquement  égales , toutes  les 
fois  qu’elles  deviennent  égales  pour  des  valeurs 
entières  quelconques  de  ces  variables , ou  même 
pour  toutes  lés  valeurs  entières  qui  surpassent  une 
limite  donnée. 

Dans  ce  cas , en  effet , le  nombre  des  valeurs  de 
x et  de  y pour  lesquelles  les  deux  fonctions  devien- 
nent égales  est  indéfini. 

II  suit  du  théorème  i ."  que , si  la  fonction  <p(x ,y) 
est  supposée  entière  et  du  degré  n — i par  rapport 
à chacune  des  variables  x et  y , cette  fonction  sera 
complètement  déterminée , dès  que  l’on  connaîtra 
les  valeurs  particulières  quelle  reçoit,  lorsqu’en  pre- 
nant pour  valeur  de  x l’une  des  quantités 
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■r0 , X , x . ...  x , 

07  I ’ X fi—t  7 

on  prend  en  même  temps  pour  valeur  de  y Tune  des 
suivantes 

y.»  y.»  y . •••  y„_,- 

Dans  la  même  hypothèse,  la  valeur  générale  de 
la  fonction  pourra  être  facilement  déduite  de  la  for- 
mule^) du  paragraphe  précédent..  En  effet,  si  .l’on 
remplace  dans  cette  formule  u par  < p(.r,  y),  on  en 
tirera 


(■) 


(<**>  y)  y) 

’îk.y) 


(*o— r.)(x0-of»)....(x0-J„_,; 

O— -O  (*—*.) (*— . g,-,). 

&c.  . . . 

(j  — Jc)  (J— JT.) Q— T,./ 


. v* i*— --i-* - t \ . 

™ v «->  ’ » 

et  l’on  aura  de  plus , en  désignant  par  m un  des 
nombres  entiers 

i , 2 , 3 ....  7*  — i , 

f*J(x  v)=  <t>(r  v \ 

l™  m>yt  (yo— i u)(.y„— y i).  ..(y  „—!!»_,)  ^ m>  J°> 

(y— y°)(y— yQ (y— ?/„_,) 

(y--yo)(y.-y>).--(y>-y,-,) 

&c.  . . . 


(2) 


V :) 


(y— y°)  (y— y-) — (y— y„-,)  ./  \ 

(y„-,-"ÿo)(y„-,-y,)-(y„-1-y,_J  vl^y»-.  r 

On  conclura  immédiatement  des  deux  équations  qui 
précèdent  la  valeur  générale  de  <p  (, x , y).  On  trou- 
vera, par  exemple,  en  supposant  77  = 2 , 


/ 
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<$(*>  y)  = : 


X X x 

y — !h 

H 

1 

0 

H 

y ° — y> 

X — X 0 

y-;/. 

X,  — x„ 

S* 

l 

0 

>3 

H 

1 

H 

y — y„ 

H 

1 

0 

H 

0 

1 

H 

1 

H 

0 

1 1 

0 

Xi  — X„ 

* y,  — y» 

<P( 


xa 


y*) 


y») 

y.) 


Si  l'on  considérait  des  fonctions  de  trois  ou  d’un 
plus  grand  nombre  de  variables,  on  obtiendrait  des 
résultats  entièrement  semblables  à ceux  auxquels 
on  vient  de  parvenir  pour  des  fonctions  de  deux  va- 
riables seulement.  On  trouverait,  par  exemple,  à la 
place  du  2 .e  théorème , la  proposition  suivante  : 

3.e  Théorème.  Deux  fonctions  entières  de  plu- 
sieurs variables  x , y , z sont  identiquement 

égales , toutes  les  fois  quelles  deviennent  égales 
pour  des  valeurs  entières  quelconques  de  ces  va- 
riables, ou  même  pour  toutes  les  valeurs  entières 
qui  surpassent  une  limite  donnée. 


§.  3.c  Applications. 

* A 

Pour  appliquer  les  principes  établis  dans  les  pa- 
ragraphcs  précédens,  considérons  en  particulier  des 
produits  formés  par  la  multiplication  de  facteurs 
successifs  dont  chacun  surpasse  le  suivant  d’une 
unité,  le  premier  facteur  étant  l’une  des  variables 
x,  y,  z ...  ; et  cherchons  à exprimer,  au  moven  de 
ces  sortes  de  produits , le  produit  tout  semblable 
TOM.  1.  G 
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qu’on  obtiendrait  en  prenant  pour  premier  facteur 

la  somme  des  variables  données,  savoir, 

x -+-  y -+-  z -t-  kc. . . . 

Si  Fon  réduit  toutes  les  variables  à deux , le  pro- 
blème qu’il  s’agit  de  résoudre  pourra  s’énoncer 
comme  il  suit.  , 

l.er  Problème.  Exprimer  le  produit 

(i)  {x+y)  {x-*-y — i)  (x+y~2)...(x+y~n-hi) , 

dans  lequel  n désigne  un  nombre  entier  quelconque , 
par  le  moyen  des  produits  suivons 

x(x — i ) (u: — 2 )’. . . (r-B+i), 

y (y - *)  (y-2)...  (y-»r^  i), 

et  de  tous  ceux  qu'on  petit  en  déduire , en  chan- 
geant seulement  la  valeur  de  n. 

Solution.  Pour  résoudre  plus  facilement  la 
question  précédente , supposons  d’abord  que  x et 
y soient  des  nombres  entiers  égaux  ou  supérieurs  à 
n.  Alors  le  produit  (i)  ne  sera  autre  chose  que  le 
numérateur  de  la  fraction  qui  exprime  le  nombre 
des  combinaisons  possibles  de  x-t-y  lettres  prises 
n à n , puisque  ce  nombre  est  précisément 

(g  + y)  (g  + y — i)(T-4-y  — i)...(x-+-y  — n+\) 

1.1.3 n 

Cela  posé,  concevons  que,  les  lettres 
a,  b , c,  ...  p,  q,  r ... 
étant  en  nombre  égal  à x-+-y,  on  les  divise  en  deux 
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groupes , de  teüe  manière  que  les  lettres  a,  b,  c ... 
du  premier  groupe  soient  en  nombre  égal  à x , et 
les  lettres/»,  q,  r ...  du  second  groupe  en  nombre 
égal  à y.  Parmi  les  combinaisons  formées  avec  ces 
différentes  lettres , les  unes  renfermeront  seulement 
des  lettres  prises  dans  le  premier  groupe.  Le  nombre 
des  combinaisons  de  cette  espèce  sera 

*(*—  f ) (x— — i) 

1.2. 3... K 

D’autres  renfermeront  n — 1 lettres  prises  dans  le 
premier  groupe , et  une  lettre  prise  dans  le  second. 
On  déterminera  facilement  le  nombre  des  combi- 
naisons de  cette  seconde  espèce,  et  l’on  verra  qu’il 
est  égal  à 

„ j(x-i)  (i-i).„(i-ii  + i)  y_ 

1.2.3 1 1 

On  trouvera  de  même  pour  le  nombre  des  combi- 
naisons qui  renferment  n — 2 lettres  prises  dans  le 
premier  groupe,  et  deux  lettres  prises  dans  le  second, 
*(*-')  (*  — »)... (x-w  + 3)  . y(y- Q . 

1.1.3...  .(«  — a ) * i . i 

&c. enfin,  pour  le  nombre  des  combinaisons  qui 
renferment  seulement  des  lettres  prises  dans  le  der- 
nier groupe, 

y ( y - ' ) (y— O — C y — * -n  ) 

i . 2 .3  ... .n 

La  somme  des  nombres  des  combinaisons  de  chaque 
espèce  devant  reproduire  le  nombre  total  des  com- 
binaisons des  x-*-y  lettres  données  prises  n à »,  on 
en  conclura 

G* 
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C-r-t -y)  {x  + y—  ') (i  + y-n+i) 

i.i.j n 

x (x—  i).  . .(x— n+i)  x (x—  i)..,(x— n-j-x)  y 

1.2.3...»  1.2. 3..  .(n— 1 ) * 1 

■+■  *-(*~  ')••  .iSïulL  &c. 

1.2.3^. .(n — 2)  1 . 2 

y(y— ’)■  . .(y— «+2)  ( y (y—  >). . .(y-*-n) 

1 ' 1 . 2.3 . . .(»— 1)  1.2.3...» 


L équation  précédente,  étant  ainsi  démontrée 
pour  le  cas  où  les  variables  x et  y obtiennent  des 
Valeurs  entières  supérieures  à n , subsistera,  en  vertu 
du  2.°  théorème  [§.  2],  pour  des  valeurs  quelconques 
de  ces  variables  ; et  la  valeur  du  produit  ( 1 ) tirée  de 
la  même  équation  sera 

(ï+y)  (x-t-y  — 1 (x-t-y  — n-3-i) 

ff  Q 

— x (x— 1). . . .(x—  n-H)  H x (x~i). . . .(x—  n+2).y 

-+-  üiü — il  x(x—  i)....(x  — » + 3).y (y—  1)  4-&c... 

1 •*  » 

-+■  — *.y(y+0----(y-n+î)  -t-y  (y— 0 — (y— »+i). 

, Corollaire  i.,r  Si  dans  l’équation  (2)  on 
remplace  x par  — x et  y par  — y , on  obtiendra  la 
suivante 

(x-+-y)  (x-t-y-t-i) (x  + iM-n  — i) 

1.2.3....» 

x (x+i) . . . (x+n—  I ) ^ x (x+i). . .(x-hi— 2)  y 

1.2.3...»  1.2.2...  (» — 1 ) * 1 

x (x-<-  |).  . ,(x+n  — 3 ) y (y+i) 

I .2. 3 . ..(»—  2)  " 1.2 

f_  y ■ ■(y+n—1)  , y(y+0---(y+”— ■) 

I * 1 .2.3 . . .(» — l)  1.2.3...» 


1 


t 
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Corollaire  2.*  Si  dans  i’équation  (2)  on  rem- 
place x par  — et  y par  — , on  trouvera 


(î): 


( g 4-  y ) (x  + ÿ-i).,...(f  + ÿ-in+i) 
2,4.6....(2«) 

x(x— 2)...(x— 2«-+-î)  x(x— 2).  ..(x— 2rt+4)  y 

2. 4-6.. .(in)  .2:4-6. . .(zn — 2)  ' 1 

-+-  &C **v  • 

y (y— 0-  • .(y— 2*1+4)  y (y— 2). . .(y— 2 »-t-2) 

2 2 . 4 ■ 6 . . . ( 2 n — 2 ) 2.4.6. .'(an) 

Corollaire  y‘  En  développant  les  deux 
membres  de  1 équation  (2) , et  ne  conservant  de  part 
et  d’autre  que  les  termes  dans  lesquels  la  somme  des 
exposans  des  variables  est  égale  à n,  on  obtiendra 
la  formule 


(x  + y)«  _ 


i . 2 • 3 • • .n 


(6) 


1 .2.3...» 


.2. }...(«— 1) 


i . 2 . 2 . ( n — 2) 


-+-  &C.  . . . ' 


' 1 # 1 .2. 3 . . .(n— 1)  . 1.2.3...» 

La  valeur  de  ( x-+-y)n  tirée  de  cette  dernière  for- 
mule est  précisément  celle  que  fournit  le  binôme  de 
Newton.  ...■■• 

Les  formules  qu’on  vient  d’obtenir  peuvent  être 
facilement  étendues  au  cas  où  l’on  considère  plus  de 
deux  variables  ; et  la  méthode  qui  nous  a conduits 
à la  solution  du  premier  problème  se  trouve  égale- 
ment applicable  à la  question  suivante  : 

2.'  Problème,  x,  y,  z ...  désignant  des  variables 
en  nombre  quelconque,  exprimer  le  produit 
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(x+y+z ...)  (a-f-y-M...  — i)  (x+y+i . . (jr-f-y-*-* n+0 f < 

en  fonction  des  suivans 

x(x — 1)  [x  — 2)  • . . (x — n-H  1) , 

z{z — 1)  (z — 2)  ...  [z — »+l), 

&c 

et  de  tous  ceux  qu’on  peut  en  déduire,  en  changeant 
la  valeur  de  n. 

On  commencera  par  résoudre  le  problème  dans 
le  cas  où  x,  y,  z . . . désignent  des  nombres  entiers 
supérieurs  à n,  en  partant  de  ce  principe,  que  la 
fraction 

(x+y+z  . ■ . ) (g+y-M  ...  — 1)  {z+y+z (j+y+z , , , — «+ 1 ) 
1.2.3....» 

est  égale  au  nombre  des  combinaisons  que  l’on  peut 
former  avec  x-^-y-^-z  . . . lettres  prises  n à n.  Puis, 
on  passera  au  cas  où  les  variables  x , y , z ...  de- 
viennent des  quantités  quelconques , en  s’appuyant  > 
sur  le  3.'  théorème  du  §.  2.  Lorsque  l’on  aura  ainsi 
démontré  la  formule  qui  résout  la  question  proposée, 
on  en  déduira  sans  peine  la  valeur  de  la  puissance 

, (j’  + y + ï...)'. 

On  y parviendra,  en  effet,  en  développant  les  deux 
membres  de  la  formule  trouvée , et  ne  conservant  de 
part  et  d’autre  que  les  termes  dans  lesquels  les  ex- 
posans  reunis  des  variables  x,y,  z . . . forment  une 
somme  égale  à n. 
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CHAPITRE  V. 

Détermination  des  Fonctions  continues  d’une  seide 
variable  propres  a vérijier  certaines  conditions. 


J.  1.*'  Recherche  d’une  Fonction  continue  formée  de 
telle  manière  que  deux  semblables  Fonctions  de 
quantités  variables,  étant  ajoutées  ou  multipliées 
entre  elles , donnent  pour  somme  ou  pour  produit 
une  Fonction  semblable  de  la  somme  ou  du  produit 
de  ces  variables. 

Lorsque,  au  lieu  de  fonctions  entières,  on  con- 
sidère des  fonctions  quelconques,  dont  on  laisse  la 
forme  entièrement  arbitraire,  on  ne  peut  plus  réussir 
à les  déterminer  d’après  un  certain  nombre  de  va- 
leurs particulières,  quelque  grand  que  soit  ce  même 
nombre  ; mais  on  y parvient  quelquefois  dans  le  cas 
où  l’on  suppose  connues  certaines  propriétés  géné- 
rales de  ces  fonctions.  Par  exemple , une  fonction 
continue  de  x,  représentée  par  cp  (.r) , peut  être 
complètement  déterminée,  lorsqu’elle  est  assujettie 
à vérifier , pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  va- 
riables x et  y , l’une  des  équations 

(i)  = 

(a)  <î>(*+-y)  = <?(•*)  x <P (y)  ; 

ou  bien , pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives 
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des  mêmes  variables,  l’une  des  équations  suivantes 

(3)  <P(*y)  = <P(*) -*-<P(y)> 

(4)  <P  (-ry)  = Ç (■*)  X <p  (y). 

La  résolution  de  ces  quatre  équations  présente 
quatre  problèmes  différens  que  nous  allons  traiter 
l’un  après  l’autre. 

1 ,er  Problème.  Déterminer  la  fonction  f(x),  de 
manière  qu’  elle  reste  continue  entre  deux  limites 
réelles  quelconques  de  Invariable  x,  et  que  l'on  ait 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  variables  x et  y 

(1)  Cp(x-t-y)  = <p(*)-h<p(y). 

Solution.  Si  dans  l’équation  (1)  on  remplace 
successivement  y par  y-+-z,z  par  z-¥-u , &c.  . . . , 
on  en  tirera 

Cp(.l'+ÿ  + Z + K+ ) 

. = CJ>  (jr)-f- Cp(y)-4-<p  (s) &c...., 

quel  que  soit  le  nombre  des  variables  x,  y,  z,  u , &c.  : 
si , de  plus , on  désigne  par  m ce  même  nombre , par 
une  constante  positive , et  que  l’on  fasse 

x = y = z = u....  = cc, 

la  formule  que  l’on  vient  de  trouver  deviendra 

Cp  (»*<*,)  = mCp(ct). 

Pour  étendre  cette  dernière  équation  au  cas  où  le 
nombre  entier  m se  trouve  remplacé  par  un  nombre 
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fractionnaire  ou  même  par  un  nombre  quel- 
conque fx,  on  fera,  en  premier  lieu,. 


m et  n désignant  deux  nombres  entiers  ; et  l’on  en 
conclura 

. n £ — m au  , 

n . <J>  (C)  = m . <p  (ec) , 

<f>(£)  = <!>(-£*)  = T-<P(*): 

puis,  en  supposant  que  la  fraction  varie  de  ma- 
nière à converger  vers  un  nombre  quelconque  fx , 
et  passant  aux  limites , on  trouvera 

= /x<p(<l). 

Si  maintenant  on  prend  ct=i , on  aura,  pour  toutes 
les  valeurs  positives  de  fx , 

(5)  <pW  = 

et  par  suite , en  faisant  converger  fx  vers  la  limite 
zéro , 

<P  (o)  = o- 

D’ailleurs,  si  dans  l’équation  (1)  on  pose  x ==  fx , 
y — — fx , on  en  tirera 

9 (“  M')  = (°)  ~ <?(/*)  - - (0- 

L équation  (5)  subsistera  donc,  lorsqu’on  y chan- 
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géra  fx  en  — jx.  En  d’autres  termes , on  aura.,  pour 
des  valeurs  quelconques  positives  ou  négatives  de  la 
variable  x , 

(6)  <p(x)  = *<P(0. 

II  suit  de  la  formule  (6)  que  toute  fonction  (xj, 
qui , demeurant  continue  entre  des  limites  quelcon- 
ques de  la  variable,  vérifie  l’équation  (i),  est  néces- 
sairement de  la  forme 

,(7)  <p(x)  = ax, 

a désignant  une  quantité  constante.  J’ajoute  que  la 
fonction  ax  jouira  des  propriétés  énoncées , quelle 
que  soit  la  valeur  de  la  constante  a.  En  effet,  le 
produit  ax  est,  entre  des  limites  quelconques  de  la 
variable  x,  fonction  continue  de  cette  variable;  et, 
de  plus,  la  supposition  <ÿ[x)  — a x change  l’équa- 
tion (i)  en  cette  autre 

fl(Æ  + y)  — ax  -+-  a y , 

laquelle  est  évidemment  toujours  identique.  La  for- 
mule (7)  fournit  donc  une  solution  de  la  question 
proposée , quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à la 
constante  a.  La  faculté  que  l’on  a de  choisir  arbitrai- 
rement cette  constante , lui  a fait  donner  le  nom  de 
constante  arbitraire. 

2.c  Problème.  Déterminer  la  fonction  ?>(*),  de 
manière  quelle  reste  continue  entre  deux  limites 
réelles  quelconques  de  la  variable  x,  et  que  ion  ait 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  variables  x et  y 
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(2)  Cî>(x)  . <î>(y). 

Solution.  Il  est  d’abord  facile  de  s’assurer  que 
ta  fonction  <p  (x),  assujettie  à vérifier  l équation  (2), 
n’admet  que  des  valeurs  positives  : et  en  effet,  si 
dans  l’équation  (2)  on  fait  y—x,  on  trouvera 

«K2*)  = [<?(*)]“; 

puis  on  en  conclura , en  écrivant  \ x au  lieu  de  x, 

La  fonction  9 (x)  est  donc  toujours  équivalente  à 
un  carré,  par  conséquent  toujours  positive.  Cela 
posé,  concevons  que  dans  l’équation  (2)  on  remplace 

successiyement  y par  y -h  z,  z par  z -h  u,  &c 

on  en  tirera 

9 {x+y+z+u  ...)  = q>(x)  Cp(y)  9(5)  9(«) 

quel  que  soit  le  nombre  des  variables  x,y,  z,u  . . . 
Si,  de  plus,  on  désigne  par  m ce  même  nombre,  par 
et  une  constante  positive,  et  que  l’on  fasse 

x — y — z = u = et , 

la  formule  que  l’on  vient  de  trouver  deviendra 

9 («*«0  = [<?(*)]"• 

Pour  étendre  cette  dernière  formule  au  cas  où  le 
nombre  entier  m se  trouve  remplacé  par  un  nombre 

fractionnaire  ~ , ou  même  par  un  nombre  quelcon- 
que ju. , on  fera,  en  premier  lieu, 

\ 
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p m 

fc  = Ct  y 

n 

ni  et  n désignant  deux  nombres  entiers  ; et  Ton  en 
conclura 

nC  = met , 

[>(£)]”  = [<K«0]-, 

puis,  en  supposant  que  la  fraction  ~ varie  de  ma- 
nière à converger  vers  un  nombre  quelconque  jx  , 
et  passant  aux  limites , on  trouvera 

= l>  (*)]'• 

\ 

Si  maintenant  on  prend  <t  = i , on  aura  pour  toutes, 
les  valeurs  positives  de  fx 

(8)  = !>(!)]'. 

et  par  suite,  en  faisant  converger  /x  vers  la  limite 
zéro , 

<?  (°)  = *• 

I 

D’ailleurs  , si  dans  l’équation  (2)  011  pose  x — /x, 
y= — /x , on  en  conclura 

<?(-/*)  = 7&  = [<K0]-'- 

JL  équation  (8)  subsistera  donc , lorsqu’on  y changera 
fx  en  — fx.  En  d’autres  termes,  on  aura  pour  des 
valeurs  quelconques  positives  ou  négatives  de  la  va- 
riable JC 
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(9)  Cp(o?)  = [<^(0']"- 

11  suit  de  Iequation  (9)  que  toute  fonction  cp  (x) 
propre  à résoudre  le  second  problème  est  nécessai- 
rement de  la  forme 

(10)  q>(x)  — Ax, 

A désignant  une  constante  positive.  J’ajoute  qu’on 
peut  attribuer  à cette  constante  une  valeur  quel- 
conque entre  les  limites  o et  00 . En  effet , pour  toute 
valeur  positive  de  A , la  fonction  Ax  reste  continue 
depuis  x=. — 00  jusqu’à  x — -±-  00  , et  l’équation 

Ax+>  = Ax  . A> 

est  identique.  La  quantité  A est  donc  une  constante 
arbitraire  qui  n’admet  que  des  valeurs  positives. 

Nota.  Qn  pourrait  arriver  très-simplement  à l’é- 
quation (9),  de  la  manière  suivante. 

Si  l’on  prend  les  logarithmes  des  deux  membres 
3e  l’équation  (2 ) dans  un  système  quelconque,  on 
trouvera 

L<ÿ{x  y)  = L cp  ( x)  -h  L<$ (y)  : 
et  l’on  en  conclura  [voyez  le  1 .e‘  problème] 
Lq>(x)  = x . Lcp(i) , 
puis,  en  repassant  des  logarithmes  aux  nombres  , 
<pO)  = [<p(i)]\  . 

3.e  Problème.  Déterminer  la  fonction  '<p(x)  de 
manière  quelle  reste  continue  entre  deux  limites 
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positives  quelconques  de  la  variable  x , et  que  t on 
ait,  pour  toutes  les  valeurs  positives  des  variables 
x et  y , 

(3)  9(*y)‘=  (*)-♦- 9 (y)- 

Solution.  II  serait  facile  d’appliquer  à la  solution 
du  3 .*  problème  une  méthode  semblable  à celle  que 
nous  avons  employée  pour  résoudre  le  premier  ; mais 
on  arrive  plus  promptement  à la  solution  cherchée , 
en  mettant  l'équation  (3),  ainsi  qu’on  va  le  faire,  sous 
une  forme  analogue  à celle  de  réquation  (1). 

Si  Ton  désigne  par  A un  nombre  quelconque,  et 
par  L la  caractéristique  des  logarithmes  dans  le  sys- 
tème dont  la  base  est  A,  on  aura  , pour  toutes  les 
valeurs  positives  des  variables  x et  y , 

r = A X , y = AL\ 
en  sorte  que  l’équation  (3  ) deviendra 

Comme , dans  cette  dernière  formule , les  quantités 
variables  Lx , Ly  admettent  des  valeurs  quelcon- 
ques positives  ou  négatives,  il  en  résulte  qu’on  aura, 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  des  variables 
x et  y, 

<p(Ax+*)  = <$(Ax)->-q(A'). 

On  en  conclura  [voyez  le  1 .er  problème , équat.  (6)] 
q>(Ax)  = x<ç(A‘)  as  x< p(A)> 


\ 
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et  par  suite 

< } [ALx)  = Q{A).Lx , 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

* («O  Q{x)  = Q{A).Lx. 

II  suit  de  la  formule  (11),  que  toute  fonction 
<}>(x),  propre  à résoudre  le  3.*  problème,  est  néces- 
sairement de  la  forme 

(12)  <|>  (x)  = aL[x), 

a désignant  une  constante.  II  est  d’ailleurs  aisé  de 
s’assurer,  1 que  la  constante  a demeure  entièrement 
arbitraire,  2. 0 qu’en  choisissant  Convenablement  le- 
nombre  A,  qui  est  lui -même  arbitraire,  on  peut 
la  réduire  à l’unité. 

4.*  Problème.  Déterminer  la  fonction  <p  (x)  de 
manière  qui elle  reste  continue  entre  deux  limites 
positives  quelconques  de  la  variable  x , et  que  Y on 
ait,  pour  toutes  les  valeurs  positives  des  variables 
X et  y , 

(4)  = Q(y)- 

Solution.  Il  serait  facile  d'appliquer  à la  solution 
du  4-e  problème  une  méthode  semblable  à celle  que 
nous  avons  employée  pour  résoudre  le  second.  Mais 
on  arrivera  plus  promptement  à la  solution  cherchée, 
si  l’on  observe  qu’en  désignant  par  L la  caractéris- 
tique des  logarithmes  dans  le  système  dont  la  base 
est  A , on  peut  mettre  l’équation  (4)  sous  la  forme 
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Comme,  dans  cette  dernière  équation,  les  quantités 
variables  L[x) , A (y),  admettront  des  valeurs  quel- 
conques positives  ou  négatives,  il  en  résulte  qu’on 
aura,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  des 
variables  .r  et  y , 

<?>  (Ax*J,)=<p[A*)-Q(AJf). 

On  en  conclura  [voy.  le  2.e  problème,  équat.  (p)  j 

et  par  suite, 

ou , ce  qui  revient  au  même , 

(*3) 

Il  résulte  de  l’équation  (13)  que  toute  fonction 
propre  à résoudre  le  4-e  problème,  est  néces- 
sairement de  la  forme 

(1 4)  (*)='*-, 

a désignant  une  constante.  II  est  d’ailleurs  aisé  de 
s’assurer  que  cette  constante  doit  demeurer  entière- 
ment arbitraire. 

Les  quatre  valeurs  de  Cp  ( .r)  qui  satisfont  respec- 
tivement aux  équations  (1),  (2),  (3),  (4),  savoir, 

ax , A* , a Lx , xa  , 

ont  cela  de  commun,  que  chacune  d’elles  renferme 
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une  constante  arbitraire  a ou  On  doit  en  con- 
clure qu'il  y a une  grande  différence  entre  les  ques- 
tions où  il  s’agit  de  calculer  les  valeurs  inconnues 
de  certaines  quantités,  et  les  questions  dans  les- 
quelles On  se  propose  de  découvrir  la  nature  incon- 
nue de  certaines  fonctions  d’après  des  propriétés 
données.  En  effet,  dans  le  premier  cas,  les  valeurs 
des  quantités  inconnues  se  trouvent  finalement  ex- 
, primées  par  le  moyen  d’autres  quantités  connues  et 
déterminées , tandis  que  dans  le  second  cas  les  fonc- 
tions inconnues  peuvent , comme  on  le  voit  ici  , 
admettre  dans  leur  expression  des  constantes  arbi- 
traires. 


J.  2.c  Recherche  d’une  Fonction  continue  formée  de 
telle  manière  qu’en  multipliant  deux  semblables 
Fondions  de  quantités  variables , et  doublant  le 
produit , on  trouve  un  résultat  égal  à celui  qu’on 
obtiendrait  en  ajoutant  les  Fonctions  semblables  de 
la  somme  et  de  la  différence  de  ces  variables. 

Dans  chacun  des  problèmes  du  paragraphe  pré- 
cédent , l’équation  à résoudre  renfermait , avec  la 
fonction  inconnue  <p  (.r),  deux  autres  fonctions  sem- 
blables, savoir,  <î>(y)  et  ou  Nous 

allons  maintenant  nous  proposer  un  nouveau  pro- 
blème du  même  genre , mais  dans  lequel  l'équation 
de  condition,  que  la  fonction  doit  vérifier,  ren- 
ferme quatre  fonètions  semblables  au  lieu  de  trois. 
Voici  en  quoi  il  consiste. 

TOM.  1 . K 
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Problème.  Déterminer  la  fonction  <?  (x)  de 
manière  qu elle  veste  continue  entre  deux  limites 
réelles  quelconques  de  la  variable  x,  et  que  Ion 
ait , pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  variables 
x et  y , 

( , ) <p(yn- .r)  -+-  Cp(y-x)  - 2 <p(x) . <p(y). 

Solution.  Si  dans  l’équation  (1)  on  fait  x—o , 
on  en  tirera 

<P(°)=  *• 

La  fonction  se  réduit  donc  à f unité,  pour  la 

valeur  particulière  x = o ; et  puisqu’on  la  suppose 
continue  entre  des  limites  quelconques , il  est  clair 
quelle  sera,  dans  le  voisinage  de  cette  valeur  parti- 
culière, très-peu  differente  de  l’unité,  par  conséquent 
positive.  On  pourra  donc,  en  désignant  par  ce  un 
nombre  très-petit,  choisir  ce  nombre  de  telle  manière 
ejuc  la  fonction  <p  (x)  reste  constamment  positive 
entré  les  limites 

X = O , X — CL. 

\ 

Cela  posé , il  arrivera  de  deux  choses  l’une.  Ou  la 
valeur  positive  de  Cp  (ce)  sera  comprise  entre  les 
limites  o et  1 , ou  çette  valeur  sera  supérieure  à l’u- 
nité. Nous  allons  examiner  successivement  ces  deux 
hypothèses. 

Concevons  d’abord  que  Cp(ct)  ait  une  valeur  com- 
prise entre  les  limites  o et  1 . On  pourra  représenter 
cette  valeur  par  le  cosinus  d’un  certain  arc  0 reli- 
fermé entre  les  limites  o , ; et  poser  en  conséquence 


l 
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<J>  (et)  = cos.  0. 

De  plus , si , dans  lequation  ( i ) mise  sous  ïa  forme 

<P  (y+*)  = 2 <P  (*)  <?>  (y) - <?  (y-*) , 


on  fait  successivement 

X — Ct  , 

y = 

x = et , 

y ~ 0.0, 

x — et , 

y ~ 3<x. 

&c.  • ■ . , 

on  en  déduira  i’une  après  l’autre  les  formules 

(2  et)  = 2 cos.*  ô — I = cos.  2 0 , 

C}>  (3  et)  = 2 cos.  0 . cos.  2 0 — cos.  0 = cos.  3 0 , 

(4  <*-)  = 2 cos.  0 . cos.  3 0 — cos.  2 0 = COS.  4 0 > 

et  en  général , m désignant  un  nombre  entier  quel- 
conque , 

<p(wîet)  = 2 cos . 0 . cos.(m — 1)0 — cos.(m — 2)0=cos.»j0.  ' 

J’ajoute  que  la  formule 

<p  (met)  = cos.  m 0 

subsistera  encore , si  l’on  y remplace  le  nombre  en- 
tier m par  une  fraction , ou  même  par  un  nombre 
quelconque  /x.  C’est  ce  que  l’on  prouvera  facilement, 
ainsi  qu’il  suit. 

Si  dans  l’équation  (1)  on  fait  x = ^ct,  yzzi^a., 
on  en  tirera 

>*•"  * 

H* 
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* À 

_ 1+cos. 9 r IÛT*. 

dKt*)]  = — i — = — i — =Lcos-iej  ; 

puis  , en  extrayant  les  racines  positives  des  deux 
membres,  et  observant  que  les  deux  fonctions  <p (jr), 
cos. .z*  restent  positives,  la  première  entre  les  limites 
■r  = o,  a:— et,  la  seconde  entre  les  limites  .r  — o, 
ev=9,  on  trouvera 

Cf)  ( y ot.  ) = cos.  -7  6. 

De  même , si  dans  1 équation  ( 1 ) on  lait 
* = T*.  !/  = > 

on  en  tirera 


[<P(i*)]  = 


11 7 <*>)  1 *+■  cos.  -( 


puis , eu  extrayant  de  part  et  d’autre  les  racines 
positives , 

(ï«0  = cos.^0. 

Par  des  raisonnemens  semblables,  on  obtiendra  suc- 
cessivement les  formules 


<P  (ï*  ) = cos-i^  » 

«Kt?*)  — C0S-TTÔ  » 

&c.  . . . , • 

et  en  général , n désignant  un  nombre  entier  quel 
conque , 

<P  {~r  *)  — cos-  6- 

Si  l’on  opère  sur  la  valeur  précédente  de  f~-n-  et) 
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pour  en  déduire  celle  de  O ^-^-ec^  , comme  on  a 

opéré  sur  la  valeur  de  Cp  (et)  pour  en  déduire  celle 
de  <p(;«et),  on  trouvera 

<?(v-*)  = «— .-=r«  ; ' 

puis,  en  supposant  que  la  fraction  ~ varie  de  ma- 
nière à s’approcher  indéfiniment  du  nombre  \a , et 
passant  aux  limites,  on  obtiendra  l’équation 

(2)  <p  ( JA  et  ) = cos.  fA  ô.  , 

De  plus,  si  dans  la  formule  (1)  on  fait 
x — fx  et , y — O , 
on  en  conclura 

<p(— ^tet)=[2<p(o)—  I ]cp(^tet)=:cos.^tô=cos.(—  ttxÔ).  -, 

L équation  (2)  subsistera  donc,  lorsqu’on  y rempla- 
cera fA  par — fA.  En  d’autres  termes,  on  aura,  pour 
des  valeurs  quelconques  positives  ou  négatives  de 
la  variable  x , 

(3)  <p  ( et er  ) = cos.  ô X. 

Si  dans  cette  dernière  formule  on  change  x en  — , 
elle  donnera 

(4)  <p  (x)  = COS “ x — cos.  ^ X .r^ . 

La  valeur  précédente  de  <p(.r)  est  relative  au  cas 
où  la  quantité  positive  Cp(ct)  reste  comprise  entre  les 


\ 
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limites  o et  i . Supposons  maintenant  cette  même 
quantité  supérieure  à l’unité.  Il  est  facile  devoir  que, 
dans  cette  seconde  hypothèse , on  pourra  satisfaire 
par  une  valeur  positive  de  »•  à lequation 

<?(*)  = T (r‘ + t)* 

II  suffira,  en  effet,  de  prendre 

r = <?(*)•+■  {[<?(*)]*-  1 r* 

Cela  posé , si  dans  l 'équation  ( 1 ) on  fait  successi- 
vement 


X — ot , 

y ==  at, 

x — au , 

y 

y = 2cl 

X — et  , 

&c 

y = 3* 

on  en  déduira  l’une  après  l’autre  les  formules 

(* <*■)  = 4-(r-t--7')’  - ' =-r (r‘+>)  • 

( 3 *)  = ■ T (r  + t)  (r‘  * ■ 7-)  - T (r *t) 

<?(4»)  =T  (r+7-)  (r'  + -^)-T  (r’ 

= T (r'+-pr)' 

&C , 

et  en  général , m désignant  un  nombre  entier  quel- 
conque, . 
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= T 

J’ajoute  que  la  formule 

<p  [met)  =^-’(r’"-h--^r) 

subsistera  encore,  si  l’on  y remplace  le  nombie  en- 
tier vi  par  une  fraction , ou  même  par  un  nombre 
quelconque  f/,.  C’est  ce  que  l’on  prouvera  facilement, 
ainsi  qu’il  suit. 

Si  dans  l’équation  (l)  on  fait  x = - et,  y — 7^» 
on  en  tirera 

= -L(ri+r-i)  ; 

puis , en  extrayant  les  racines  positives  des  deux 
membres,  et  observant  que  la  fonction  <}>(■*)  reste 
positive  entre  les  limites  x—o,  x-a-,  on  trouvera 

De  même  , si  dans  l’équation  ( t ) on  fait 

x — ^cl,  y — \a' ' 

on  en  tirera 

rtr,,,.  »(•)**(!•)_>  +AÈ±LÏ1  . 

[^  [♦**')  J = I I 


Digitized  by  Google 


120  COURS  d’analyse. 

puis , en  extrayant  de  part  et  d’autre  ies  racines 
positives , 

«Kî*)  =i(?'î  + r_ï). 

Par  des  raisonneraens  semblables  , on  obtiendra 
successivement  les  formules 


<?(?*)  = 7 *), 

^ (t7  ^ ==  T (r  ~ ^ ^ , 

&c. . . . , 

et  en  général , n désignant  un  nombre  entier  quel- 
conque , 

<J>(-7T*)=t  (r'n+r  *"). 

Si  l’on  opère  sur  la  valeur  précédente  de  auj  , 

pour  en  déduire  celle  de  <J>  ( et) , comme  on  a 

opéré  sur  la  valeur  de  <p  (ce) , pour  en  déduire  celle 
<p  (mat),  on  trouvera 

=t  (?'2”  *+■»•  2" ): 


puis,  en  supposant  que  la  fraction  ~ varie  de  ma- 
nière à s’approcher  indéfiniment  du  nombre  fjt,  et 
passant  aux  limites,  on  obtiendra  l’équation 

(5)  <?>(/**)  = 7 (r*-Hr~*)- 
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De  plus , si  dans  la  formule  ( i ) on  fait 

x — fx<x , y = o , 
on  en  conclura 

<?  ( - /*  *)  = [2  CP  (°)  - 1 ] <?  (m-  et)  = T (r ~ r ' ) • 

L’équation  (5)  subsistera  donc,  lorsqu’on  y rempla- 
cera fx.  par  — fx.  En  d’autres  termes,  on  aura,  pour 
des  valeurs  quelconques  positives  ou  négatives  de  la 
variable  x , 

(6)  Cp(ctar)  = ^/,T-+-r 

Si  dans  cette  dernière  formule  on  change  x en  ~ , 
elle  donnera 

(7)  ^ (x)  = 7 (r  ‘ r~  * ). 

Lorsqu’on  fait,  dans  l’équation  (4) , dfc  — a,  et, 

dans  l’équation  (7) , r * = A , ces  équations  pren- 
nent respectivement  les  formes  suivantes 

(8)  <|>(.r)  = cos.ax  , 

(9)  Q{x)  = {(Ax  + A~*). 

Si  donc  l’on  désigne  par  a une  quantité  constante , 
et  par  A un  nombre  constant,  toute  fonction  <p(.zr) 
qui , demeurant  continue  entre  des  limites  quelcon- 
ques de  la  variable  , vérifiera  l’équation  ( 1 ) , sert 
nécessairement  comprise  sous  l’une  des  deux  forme 


Digitized  by  Google 


122  cours  d’analyse. 

qu’on  vient  de  rapporter.  II  est  d’ailleurs  facile  dé 
s’assurer  que  les  valeurs  de  <|>(.r)  fournies  par  les 
équations  (8)  et  (9)  résolvent  la  question  proposée , 
quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  à la  quan- 
tité  a et  au  nombre  A.  Ce  nombre  et  cette  quantité 
sont  donc  deux  constantes  arbitraires  , dont  l’une 
ne  peut  admettre  que  des  valeurs  positives. 

D’après  ce  qu’on  vient  de  dire,  les  deux  fonctions 

cos.  a.t,  Ÿ (Ax  •+■  A~x) , 

ont  la  propriété  commune  de  satisfaire  à féquation 
(1),  ce  qui  établit  entre  elles  une  analogie  remar- 
quable. L’une  et  l’autre  de  ces  deux  fonctions  se  ré- 
duisent encore  à l’unité  pour  x=o.  Mais  une  diffé- 
rence essentielle  entre  la  première  et  la  seconde , 
c’est  que  la  valeur  numérique  de  la  première  est 
constamment  au-dessous  de  la  limite  1 , lorsqu’elle 
n’atteint  pas  cette  limite;  tandis  que,  dans  la  même 
hypothèse , la  valeur  numérique  de  la  seconde  est 
constamment  au-dessus. 
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CHAPITRE  VL 

Des  Séries  convergentes  et  divergentes.  Règles  sur 
la  convergence  des  Séries.  Sommation  de  quelques 
Séries  convergentes. 


J.  1."  Considérations  générales  sur  les  Séries. 

On  appelle  série  une  suite  indéfinie  de  quantités 
u0,  u, y u, , ui , &c.  . . . 

qui  dérivent  les  unes  des  autres  suivant  une  loi  dé- 
terminée. Ces  quantités  elles-mêmes  sont  les  différens 
termes  de  la  série  que  l’on  considère.  Soit 

i„=a0  + u,  + «1+  . . 

la  somme  des  n premiers  termes , n désignant  un 
nombre  entier  quelconque.  Si,  pour  des  valeurs  de 
n toujours  croissantes , la  somme  s„  s’approche  indé- 
finiment d’une  certaine  limite  s,  la  série  sera  dite 
convergente , et  la  limite  en  question  s’appellera  la 
somme  de  la  série.  Au  contraire , si , tandis  que  » 
croît  indéfiniment , la  somme  sn  ne  s’approche  d’au- 
cune limite  fixe,  la  série  sera  divergente , et  n’aura 
plus  de  somme.  Dans  l’un  et  l’autre  cas,  le  terme  qui 
correspond  à l’indice  n,  savoir  u„,  sera  ce  qu’on 
nomme  le  terme  général.  II  suffit  que  l’on  donne  ce 
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terme  général  en  fonction  de  l’indice  n,  pour  que  la 
série  soit  complètement  déterminée. 

L’une  des  séries  les  plus  simples  est  la  progres- 
sion géométrique 


i , x , x* , x3 , &c.  . . . 

qui  a pour  terme  général  x” , c’est-à-dire,  la  puis- 
sance n.me  de  la  quantité  x.  Si  dans  cette  série  on 
fait  la  somme  des  n premiers  termes,  on  trouvera 


1 -+-  X H-  X*  -+-  . . . -H  Xn~  ' — — - — 

I — X 


et,  comme  pour  des  valeurs  croissantes  de  n la 
valeur  numérique  de  la  fraction  converge  vers 

la  limite  zéro  , ou  croit  au  - delà  de  toute  limite , 
suivant  qu’on  suppose  la  valeur  numérique  de  x 
inférieure  ou  supérieure  à l’unité  , on  doit  conclure 
que  dans  la  première  hypothèse  la  progression 

i , x,  x1 , x3,  &c. . . . 

est  une  série  convergente  qui  a pour  somme  - , 

tandis  que  dans  la  seconde  hypothèse  la  même  pro- 
gression est  une  série  divergente  qui  n’a  plus  de 
somme. 

D’après  les  principes  ci-dessus  établis , pour  que 
la  série 


(i)  Wo,  U[  , U , ...  U n f Uj+i  , &c. ... 

soit  convergente , il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  des 
valeurs  croissantes  de  n fassent  converger  indéfini- 
ment la  somme 


» 
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S„  U0  -+•  U,  -+-  ux  -+-  &c -+- 

vers  une  limite  fixe  s : en  d’autres  termes,  il  est  né- 
cessaire et  il  suffit  que,  pour  des  valeurs  infiniment 
grandes  du  nombre  n,  les  sommes 

S n>  & n+x  » ^n+1  » ^■c 

diffèrent  de  la  limiter,  et  par  conséquent  entre  elles, 
de  quantités  infiniment  petites.  D’ailleurs,  les  diffé- 
rences successives  entre  la  première  somme  s„  et 
chacune  des  suivantes  sont  respectivement  détermi- 
nées par  les  équations 


—S«  = U„, 

Sn+x  — S„  = U„  -+-  U„^  , 


««♦3  — S«  = U„  -H  Ù„+,  H-  , 
&C 


Donc,  pour  que  la  série (i)  soit  convergente,  il  est 
d’abord  nécessaire  que  le  terme  général  u„  décroisse 
indéfiniment , tandis  que  n augmente  ; mais  cette 
condition  ne  suffit  pas , et  il  faut  encore  que , pour 
des  valeurs  croissantes  de  n,  les  différentes  sommes 


u 


n 


H-  U 


«+-x 


y 


Un  Un+i  > 

&C 

c’est-à-dire , les  sommes  des  quantités 

^ rt  > i-t-i  > t &C.  . . . ' 
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prises , à partir  Je  la  première , en  tel  nombre  que 
l’on  voudra,  finissent  par  obtenir  constamment  des 
valeurs  numériques  inférieures  à toute  limite  assi- 
gnable. Réciproquement , lorsque  ces  diverses  con- 
ditions sont  remplies , la  convergence  de  la  série  est 
assurée. 

Prenons  pour  exemple  la  progression  géométrique 

(2)  I , X,  X1 , X3  , &c 

Si  la  valeur  numérique  de  x est  supérieure  à l’unité , 
celle  du  terme  général  x"  croîtra  indéfiniment  avec 
n,  et  cette  seule  remarque  suffira  pour  constater  la 
divergence  de  la  série.  La  série  sera  encore  diver- 
gente , si  l’on  suppose  x — ± 1 , parce  qu’alors  la 
valeur  numérique  du  terme  général  x ",  se  réduisant 
à l’unité,  ne  décroîtra  pas  indéfiniment  pour  des  va- 
leurs croissantes  de  n.  Mais,  si  la  valeur  numérique 
de  x est  supérieure  à l’unité,  les  sommes  des  termes 
de  la  série  pris  à partir  de  xn  en  tel  nombre  que 
l’on  voudra,  savoir, 

».  * 

x", 

, x”  -h  Xn*'  = X ” --~.f 

• 1 X 1 

x " -+-  x”*1  -+-  Xn*x  — xn  — j3  . 

1 X 1 

&c 

se  trouvant  toutes  comprises  entre  les  limites 


chacune  d’elles  deviendra  infiniment  petite  pour  des 
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valeurs  de  n infiniment  grandes  ; et  par  suite  la  série 
sera  convergente , ce  que  l’on  savait  déjà. 

Prenons  pour  second  exemple  la  série  numérique 


(3) 


l 


&c. 


Le  terme  général  de  cette  série,  savoir,  --A-  dé- 
croît indéfiniment  à mesure  que  n augmente , et  ce- 
pendant la  série  n’est  pas  convergente  ; car  la  somme 

faite  du  terme  ■ n - et  de  ceux  qui  le  suivent  jus» 

qu’au  terme  inclusivement,  savoir, 


ii  ii 

— — -H  — — — ....-+- ‘ — -I- , 

n -+-  i n -+-  2 i n — i i n ’ 

> 

reste  constamment  supérieure,  quel  que  soit  n,  au 
produit 

i 

« I 

n x — — ; 

• 2 n î ’ 

et  par  suite , cette  somme  ne  décroît  pas  indéfini- 
ment pour  des  valeurs  croissantes  de  n , ainsi  que  cela 
aurait  lieu  si  la  série  était  convergente.  Ajoutons 
que , si  l’on  désigne  par  sn  la  somme  des  n premiers 
termes  de  la  série  (3) , et  par  2”  la  plus  haute  puis- 
sance de  2 renfermée  dans  n + 1 , on  trouvera 


1 +-7  + Ï 


-+-...  H — > 1 -+-T 

n + 1 * ' > 


■Kl  (2 

et  à fortiori 


% ’ -h  2 
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i«>I+î  + 


— f- 


m 

2 


On  en  conclura  que  la  somme#,  croît  indéfiniment 
avec  le  nombre  entier  m,  et  par  conséquent  avec  n, 
ce  qui  est  une  nouvelle  preuve  de  la  divergence  de 
la  série. 

Considérons  encore  la  série  numérique , 


(4) 


&c... 


Les  termes  de  cette  série  qui  occupent  un  rang  su 
périeur  à n,  savoir, 


: ! &c  # 

’ i . i . j ...n(n-H)  ’ i .a.j...n(n+i)(îi+z)  ’ " ’ 

seront  respectivement  inférieurs  aux  ternies  corres- 
pondans  de  la  progression  géométrique 


1.2.3. 


V 


&C.... 


Par  suite , la  somme  des  premiers  ternies  pris  en  tel 
nombre  que  l’on  voudra  sera  toujours  inférieure  à 
la  somme  des  termes  correspondans  de  la  progres- 
sion géométrique,  qui  est  une  série  convergente,  et 
à plus  forte  raison , à la  somme  de  cette  progression, 
c’est-à-dire,  à 


Il  II 

1 . 2 . 3 . . .n  1 — l 1.2.3...  (n — 1 ) * n — 1 

Comme  cette  dernière  somme  décroît  indéfiniment 
à mesure  que  n augmente,  il  en  résulte  que  la  sé- 
rie (4)  est  elle -même  convergente.  On  est  convenu 


Digitizèd  by  Google 


I.“  PARTIE.  CHAP.  VI.  129 

de  désigner  par  la  lettre  e la  somme  de  cette  série. 
En  ajoutant  les  n premiers  termes  , on  obtiendra 
pour  valeur  approchée  du  nombre  e 

i i i > 

4i  i.i  1.2.5  » *2.  1) 

et,  d’après  ce  qu’on  vient  de  dire,  l’erreur  commise 
sera  inférieure  au  produit  du  n.mt  terme  par  ■ . 

Ainsi , par  exemple , si  l’on  suppose  n = 1 1 , on 
trouvera  pour  la  valeur  approchée  de  e 

(5)  6 = 2.7182818 ; 

et  l’erreur  commise  dans  cette  hypothèse  sera  infé- 
rieure au  produit  de  la  fraction — - ~ — 5 

* 1.2.3.4.5.0.7.8.9.10 

par  c’est-à-dire,  à en  sorte  qu’elle 

n’altérera  pas  la  7.*  décimale. 

Le  nombre  e , déterminé  comme  on  vient  de  le 
dire , sera  souvent  employé  dans  la  sommation  des 
suites  et  dans  le  calcul  infinitésimal.  Les  logarithmes 
pris  dans  le  système  qui  a ce  nombre  pour  base 
s’appellent  Népériens , du  nom  de  Néper,  inventeur 
des  logarithmes,  ou  hyperboliques,  parce  qu’ils  ser- 
vent à mesurer  les  div  erses  parties  de  l’aire  comprise 
entre  l’hyperbole  équilatère  et  ses  asymptotes. 

On  indique  généralement  la  somme  d’une  série 
convergente  par  la  somme  de  ses  premiers  termes 
suivie  d’un  &c. . . . Ainsi , lorsque  la  série 

m0,  ut , U1 , u} 

TOM.  1.  I 
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est  convergente , la  somme  de  cette  série  est  repré- 
sentée par 

n0  +a,  + ul  ■+■  u}  &c 


En  vertu  de  cette  convention  , la  valeur  du  nombre  e 
se  trouvera  déterminée  par  F équation 


(6)  «= 


= i-+- 


t.i.i 


— — :-+-$C...i 


ët , si  l’on  considère  la  progression  géométrique 

i , x , x* , x1 , &c.  . . . , 

on  aura , pour  des  valeurs  numériques  de  x infé- 
rieures à l’unité , 


(7) 


i or-+-.r*-+-jr3-4-&c = — '■ — - . 

1 X 


La  série 

5 «x  i . . • 

» < * . . * . 

étant  supposée  convergente,  si  l’on  désigne  sa  sommé 
par  s,  et  par  s„  la  somme  de  ses  n premiers  termes, 
On  trouvera 


S — tia-+-  ut  •+-  ux  -+- . . . -+-  -+-  un  -+-  -+-  &c. . . . 

z=Sn-+-Un-+-Un^  -H  &C 

et  par  suite 

* — sa  ='*'«-*- a,+I &c. .. . 

De  cette  dernière  équation  il  résulte  que  les  quan- 
tités 
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> Un  + \ > ^n+i  » &C.  * • • » 

formeront  une  nouvelle  série  convergente  dont  la 
somme  sera  équivalente  à .?  — s„.  Si  l’on  représente 
cette  même  somme  par  r„ , on  aura 

* = sm  -h  r„  -, 

et  rn  sera  ce  qu’on  appelle  le  reste  de  la  série  (i) 
à partir  du  n.m*  terme. 

Lorsque,  les  termes  de  la  série  ( i)  renfermant  une 
même  variable  x , cette  série  est  convergente , et  ses 
différens  termes  fonctions  continues  de  x , dans  le 
voisinage  d’une  valeur  particulière  attribuée  à cette 
variable  ; 

r„  et  * 

sont  encore  trois  fonctions  de  la  variable  x,  dont  la 
première  est  évidemment  continue  par  rapport  kx 
dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière  dont  il 
s’agit.  Cela  posé , considérons  les  accroissement  que 
reçoivent  ces  trois  fonctions,  lorsqu’on  fait  croître 
x d’tine  quantité  infiniment  petite  et.  L’accroisse- 
ment de  s„  sera,  pour  toutes  les  valeurs  possibles 
de  n,  une  quantité  infiniment  petite;  et  celui  de  rn 
deviendra  insensible  en  même  temps  que  r„,  si  l’on 
attribue  à n une  valeur  très-considérable.  Par  suite, 
l'accroissement  de  la  fonction  s ue  pourra  être  qu’une 
quantité  infiniment  petite.  De  cette  remarque  on 
déduit  immédiatement  la  proposition  suivante. 

T .‘r  Théorème.  Lorsque  les  différais  termes  de  la 
série  ( i ) sont  des  fonctions  d’une  même  variable  x , 

r 
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continues  par  rapport  a cette  variable  dans  le  voi- 
sinage d une  valeur  particulière  pour  laquelle  la 
série  est  convergente , la  somme  s de  la  série  est 
aussi , dans  le  voisinage  de  cette  valeur  particu- 
lière , fonction  continue  de  x. 

En  vertu  de  ce  théorème,  ia  somme  de  ia  série  (2) 
devra  rester  fonction  continue  de  ia  variable  x,  entre 
les  limites  x=.  — 1 , 1 ; ce  qu’on  peut  vérifier  à 

l’inspection  de  la  valeur  de  s donnée  par  l’équation 

r 

1 — x 


S.  2/  Des  Séries  dont  tous  les  termes  sont  positifs. 
Lorsque  ia  série 

(1)  ua , u„  ux un,  &c 

a tous  scs  termes  positifs  , on  peut  ordinairement 
décider  si  elle  est  convergente  ou  divergente  , à 
l’aide  du  théorème  suivant. 

l.er  Théorème.  Cherchez  la  limite  ou  les  limites 
vers  lesquelles  converge , tandis  que  n croit  indé- 

jiniment , l’ expression  (iin)  ■ ; et  désignez  par  k la 
plus  grande  de  ces  limites , ou , en  d’autres  termes , 
la  limite  des  plus  grandes  valeurs  de  l expression 
dont  il  s’agit.  La  série  ( 1 ) sera  convergente , si  l’on 
a k < 1 , et  divergente , si  l’on  a k > 1 . 

Démonstration.  Supposons  d’abord  k < 1 , et 
choisissons  à voionté  entre  ies  deux  nombres  1 et  k 
un  troisième  nombre  U,  en  sorte  qu’on  ait 
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I 

n venant  à eroitre  au-delà  de  toute  limite  assignable, 

les  plus- grandes  valeurs  de  («„)”  ne  pourront  sap- 
procher  indéfiniment  de  la  limite  k , sans  finir  par 
être  constamment  inférieures  à U . Par  suite , il  sera 
possible  d’attribuer  au  nombre  entier  n une  valeur 
assez  considérable,  pour  que,  n obtenant  cette  même 
valeur  ou  une  valeur  plus  grande  encore , on  ait 
constamment 

{u„y<u,  un<u\ 

II  en  résulte  que  les  termes  de  la  série 

w, , Ux  • . . Un+I  , j &c. . . . 

finiront  par  être  toujours  inférieurs  aux  termes  cor- 
respondans  de  la  progression  géométrique 

i,  U,  U\  ...  U%  Un*\  Un*\  &c. . . ; 

et , comme  cette  progression  est  convergente  ( à 
cause  de  U<  i ) , on  peut  de  la  remarque  précédente 
conclure  à fortiori  la  convergence  de  la  série  (i). 

Supposons , en  second  lieu , k > i ; et  plaçons 
encore  entre  les  deux  nombres  i et  k un  troisième 
nombre  U , en  sorte  qu’on  ait 

k > U>  i. 

Si  n vient  à croître  au-delà  de  toute  limite , les  plus 

grandes  valeurs  de  (a,)",  en  s’approchant  indéfi- 
niment de  k , finiront  par  devenir  supérieures  à U 

V 
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Oïi  pourra  donc  satisfaire  à fa  condition 

(«.)*  > v, 

ou , ce  qui  revient  au  même,  à la  suivante 
«„  > Un , 

par  des  valeurs  de  n aussi  considérables  que  l’on 
voudra;  et  par  suite,  on  trouvera  dans  la  série 

V o * I 1 ' • • ; M'rt+l  1 ^,1+1  * &-C.  . . . 

un  nombre  indéfini  de  termes  supérieurs  aux  termes 
correspondans  de  la  progression  géométrique 

i,  U,  U\  ...  U\  U &c.... 

Comme  cette  progression  est  divergente  (à  cause 
de  U > i ) , et  qu’en  conséquence  ses  différens  termes 
croissent  à l’infini,  la  remarque  que  l’on  vient  de 
faire  suffira  pour  établir  la  divergence  de  la  série  ( i ). 

Dans  un  grand  nombre  de  circonstances,  on  peut 
déterminer  la  valeur  de  la  quantité  k , à l’aide  du 
théorème  4-*  [chap.  II,  §.  3.c].  En  effet,  en  vertu 

de  ce  théorème , toutes  les  fois  que  le  rapport  ■~lL 

convergera  vers  une  limite  fixe , cette  limite  sera 
précisément  la  valeur  de  k.  On  peut  donc  énoncer 
la  proposition  suivante. 

2.*  Théorème.  Si,  pour  des  valeurs  croissantes 
de  n,  le  rapport 

Un 

converge  vers  une  limite  jixe  k , la  série  ( i ) sera 
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convergente  toutes  les  fois  que  l’on  aura  k < i , et 
divergente  toutes  les  fois  que  l’on  aura  k > i . 

Concevons,  par  exemple,  que  l’on  considère  la  série 


i r 

1 ’ T*'  TT ’ 


on  trouvera 


i.z.3 


1.1.3. 


&c. . 


1.2  . ^ « 


_ I £ I ^ 

1 .2 . 3 . . . n (n-t- 1 ) n-H  1 ? OO 


et  par  conséquent  la  série  sera  convergente,  ce  que 
l’on  savait  déjà. 

Le  premier  des  deux  théorèmes  qu’on  vient  d’é- 
tablir ne  laisse  d’incertitude  sur  la  convergence  ou 
la  divergence  d’une  série  dont  tous  les  termes  sont 
positifs , que  dans  le  cas  particulier  où  la  quantité 
représentée  par  h devient  égale  à l’unité.  Dans  ce 
cas  particulier,  il  n’est  pas  toujours  facile  de  décider 
la  question.  Toutefois,  nous  allons  démontrer  ici 
deux  nouvelles  propositions  à l’aide  desquelles  on 
peut  souvent  y parvenir. 

* 3e.  Théorème.  Lorsque  dans  la  série  ( 1 ) chaque 

terme  est  inférieur  a celui  qui  le  précède , cette 
série  et  la  suivante 

l # 

• (2)  Mo,  2 U,  4u},  8 u7 , 1,6  «J,  &c... 

sont  en  même  temps  convergentes  ou  divergentes. 

Démonstration.  Supposons  d’abord  la  série 
(i)  convergente,  et  désignons  sa  somme  par  s.  On 
aura 
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«„  = «e, 

, 2 U,  = 2U'  , 

4«3  < 2M,  + 2Ui  , 

8«7<  2 -H  2 ttj  -+-  2 -+-  2 ll7  y 

&c. ...  ; 

et  par  suite,  la  somme  des  termes  de  la  série  (2), 
pris  en  tei  nombre  que  Fon  voudra , sera  inférieure  à 

«0-+-2M,-*-2î<1-+-2«3-+-2M+-r-&C....  = 2 S — U,. 

U en  résulte  que  la  série  (2)  sera  convergente. 

Supposons , en  second  lieu , la  série  ( 1 ) diver- 
gente. La  somme  de  ses  termes  pris  en  très-grand 
nombre  finira  par  surpasser  toute  limite  assignable  ; 
et , comme  on  aura 

a.  = u„ , 

2 K,  > U,  -+-  M,  , 

4 tt3  > tt3  -I-  -I-  U(  , 

8a7>«7+«!+M)+t<„  + tt„  + K,1  + K,3+B11 , 
&c. ...» 

on  devra  conclure  que  la  somme  des  quantités 

«, , a ut,  4u} , 8m7,  &c 

prises  en  très-grand  nombre  finit  elle-même  par 
devenir  supérieure  à toute  quantité  donnée.  La  série 
( 2 ) sera  donc  alors  divergente  , conformément  au 
théorème  énoncé. 
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Corollaire.  Si  pour  la  série  ( i ) on  prend  la 
suivante 


(3) 


u.  désignant  une  quantité  quelconque , la  série  ( 2 ) 
deviendra 


» • 


2 


1-* 

y 


4‘"'\  8"'1,  &c 


Cette  dernière  est  une  progression  géométrique  , 
convergente  lorsqu’on  suppose  (a  > 1 , et  divergente 
dans  le  cas  contraire.  Par  suite , la  série  ( 3 ) sera 
elle-même  convergente,  si  ja  est  un  nombre  supé- 
rieur à l’unité  ; et  divergente , si  l’on  a fA  = 1 ou 
(a  < 1 . Par  exemple , des  trois  séries 


(4) 

(5) 

(6) 


la  première  sera  convergente,  et  les  deux  autres 
divergentes. 

. 4/  Théorème.  Supposons  que  l’on  désigne  par 
L la  caractéristique  des  logarithmes  dans  un  sys- 
tème quelcompie , et  que,  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n,  le  rapport 

£(«-) 
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. converge  vers  une  limite  finie  k.  La  série  (i)  sera 
convergente , si  l on  a k>  i , et  divergente , si  l’on 
a h < i . 

Démonstration.  Supposons  d’abord  h>  i , et 
choisissons  à volonté  entre  les  deux  quantités  i et  h 
une  troisième  quantité  à } en  sorte  qu’on  ait 

h > a > i . 


Le  rapport  — -y"nl  - , ou  son  é 

i(v) 

*(v) 


L («  ) 


finira  par  être,  pour  de  très-grandes  valeurs  de  n, 
constamment  supérieur  à la  quantité  a.  En  d’autres 
termes,  n venant  à croître  au-delà  d’une  certaine 
limite , on  aura  toujours 

■ ’ 


J f ^ Cl  y 

L(n)  ’ 


ou  , ce  qui  revient  au  même , 

L(-g)>aL{n) 

et  par  suite, 


— > n * , 
«_  * 


< 


n* 


Il  en  résulte  que  les  termes  de  la  série  (i)  finiront 
par  être  constamment  inférieurs  aux  termes  corres- 
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pond  uns  de  la  suivante 

ï ï I I 1 & * 

1 ’ ie  ’ 3“  ’ 4J  n“  ’ ^n-t-i)"  ’ • •••  î 

et,  comme  cette  dernière  sera  convergente  (à  cause 
de  a > ï ) , on  pourra  de  la  remarque  précédente 
conclure  a fortiori  la  convergence  de  la  série  (ï). 

Supposons,  en  second  lieu , h<  ï ; et  plaçons  en- 
core entre  les  quantités  ï et  h une  troisième  quan- 
tité a,  en  sorte  qu’on  ait 

h < a < ï . 


On  finira  par  avoir  constamment , pour  de  trcs- 
grandes  valeurs  de  n , 


< a , 


M») 

ou , ce  qui  revient  au  même , 

1 L(ir)<aL(n )’ 

et  par  suite 

— — < na  , 

■n  . ' 


u„  > 


II  en  résulte  que  les  termes  de  la  série  (i)  finiront 
par  être  constamment  supérieurs  aux  termes  corres- 
pondans  de  la  suivante 


* » J > ~7a 

1 3 4 


n-  ’ („-+-,)*  * ‘ ’ ’ 


et,  comme  cette  dernière  sera  divergente  (à  cause 
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de  a<  i),  on  pourra  de  la  remarque  qu’on  vient 
de  faire  conclure  à fortiori  fa  divergence  de  fa 
série  (i). 

Etant  données  deux  séries  convergentes  dont  tous 
les  termes  sont  positifs  , on  peut , en  ajoutant  ou 
multipliant  ces  mêmes  termes , former  une  nouvelle 
sérieront  fa  somme  résulte  de  l’addition  ou  de  là 
multiplication  des  sommes  des  deux  premières.  Nous 
établirons  à ce  sujet  les  deux  théorèmes  suivans  : 

5.c  Théorème.  Soient 


deux  senes  convergentes , qui , uniquement  compo- 
sées de  termes  positifs , aient  respectivement  pour 
sommes  s et  s : 

(8)  ua-y-v0,  U'-hV',  ut-hvt , ...  u„-y-v„ , &c... 

sera  une  nouvelle  série  convergente , qui  aura  pour 
somme  s -y- s. 

Démonstration.  Si  l’on  fait 

Sn  = «o  -+-  «,  “H  -+■  . . . . -H  U„_,  , 

s>*  = v0-*-v,  -+-  v%  -+- -y-  V ; 

s„  et  s'„  convergeront  respectivement , pour  des 
valeurs  croissantes  de  n,  vers  les  limites  s et  s\  Par 
suite,  sn-y-s' n,  c'est-à-dire,  la  somme  des  n premiers 
termes  de  la  série  (8),  convergera  vers  la  limite  s-y-s'i 
ce  qui  suf&t  pour  établir  le  théorème  énoncé. 
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6.e  Théorème.  Les  mêmes  choses  étant  posées 

que  dans  le  théorème  précédent,  » 

(m0v0,  «,!/  + «,»„,  

(?)  * 

( U„V  n-i-  UtV  -+-  ...  + «,.I»1+«,t|ol  «c... 

.sera  une  nouvelle  série  convergente , qui  aura 
pour  somme  ss . 

Démonstration.  Soient  toujours  sn,  s'n  les 
sommes  des  n premiers  termes  des  deux  séries  (7) , 
et  désignons  en  outre  par  s" „ la  somme  des  n pre- 
miers termes  de  la  série  (5).  Si  l’on  représente  par 

m le  plus  grand  nombre  entier  compris  dans  , 

c’est-à-dire,  ” ~ lorsque  n est  impair,  et 
dans  le  cas  contraire , on  aura  évidemment 

< («o  -I-  «,  H-. . ) («o  -+-*»,  -H.  ) 

«t,  > (u0-*-u,  (»„+#,+ -ha*)» 

ou , en  d’autres  termes , 

s"n  < Sn  s'n 

^ sm+t  s m+t . 

Concevons  maintenant  que  l’on  fasse  croître  n au- 
delà  de  toute  limite.  Le  nombre 


croîtra  lui-méme  indéfiniment  ; et  les  deux  sommes 
s„,  convergeront  vers  la  limite  s,  tandis  que 
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et  s'm+,  convergeront  vers  ia  limite  s'.  Par  suite, 
les  deux  produits  s„  s'„  , sm+,  s' , et  la  somme 
s" „ comprise  entre  ces  deux  produits,  convergeront 
vers  la  limite  ss  : ce  qui  suffit  pour  établir  le  théo- 
rèm«  6." 


5.  3.c  Des  Séries  qui  renferment  des  termes  positifs 
et  des  termes  négatifs. 

Supposons,  que  la  série 

(1)  ua , a,,  u u„,  &c 

se  compose  de  termes , tantôt  positifs , tantôt  néga- 
tifs : et  soient  respectivement 

(2)  f,y  ••••/«>  &C. 

les  valeurs  numériques  de  ces  mêmes  termes,  en 
sorte  qu’on  ait 

«o=±fo>  Ul  = ±f,,  U,_=±ftJ  &C.~ 

La  valeur  numérique  de  la  somme 

U„  -H  .U,  H-  Ux  . . . -+- 

ne  pouvant  jamais  surpasser 

fo  ■+■  fl  ■+*  fx  -+-  • • • • *+*  fn-t  » 

il  en  résulte  que  la  convergence  de  la  série  (2)  en- 
traînera toujours  celle  de  ia  série  ( 1 ).  On  doit  ajouter 
que  la  série  ( 1 ) sera  divergente , si  quelques  termes 
de  la  série  (2)  finissent  par  croître  au-delà  de  toute 
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limite  assignable.  Ce  dernier  cas  se  présente  lorsque 

i 

les  plus  grandes  valeurs  de  fn)  " convergent,  pour 
- des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  une  limite  supé- 
rieure à l’unité.  Au  contrairp , lorsque  cette  limite 
devient  inférieure  à l’unité,  la  série  (2)  est  toujours 
convergente.  On  peut,  en  conséquence,  énoncer  le 
théorème  suivant: 

1. "  THÉORÈME.  Soit  f„  la  valeur  numérique  du 
ternie  général  vn  de  la  série  ( 1 ) ; et  désignons  par 
k la  limite  vers  laquelle  convergent , tandis  que 
n croit  indéfiniment , les  plus  grandes  valeurs  de 

V expression  (/„)"•  La  série  [f)  sera  convergente , 
si  l'on  a k < 1 , et  divergente , si  l’on  a k > 1 . 

Lorsque  la  fraction  'p " , c’est-à-dire,  la  valeur 

•j  n 

numérique  du  rapport , convergera  vers  une 

limite  fixe,  cette  limite  sera,  en  vertu  du  4-°  théo- 
rème fehan.  ü,§.  3.*],  la  Valeur  cherchée  de  k. 
Cette  remarque  conduit  à la  proposition  que  je  vais 
écrire. 

2. '  THÉORÈME.  Si,  pour  des  valeurs  croissarttes 
de  n , la  valeur  nutnérique  du  rapport 


«n 

converge  vers  une  limite  jixe  k,  la  série  (1)  sera 
convergente , toutes  les  fois  que  l’on  aura  k < 1 , et 
divergente , toutes  les  fois  que  l’on  aura  k>  1 . 

Par  exemple , si  l’on  considère  la  série 
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1 I 

1 1 r~  1 ~ 


'•*•3 


, -+-&C. ..  , 


on  trouvera 

= — -,  k — — — = o ; 

uH  n -+-  i*  ’ OC  7 


d’où  il  résulte  que  la  série  sera  convergente. 

Le, premier  des  deux  théorèmes  qu’on  vient  d’é- 
tablir ue  laisse  d’incertitude  sur  la  convergence  ou 
la  divergence  d’une  série  que  dans  le  cas  particulier 
où  la  quantité  représentée  par  k devient  égale  à 
l’unité.  Dans  ce  cas  particulier,  on  peut  quelquefois 
constater  la  convergence  de  la  série  proposée,  soit 
en  s’assurant  que  les  valeurs  numériques  de  ses 
différens  termes  forment  une  série  convergente,  soit 
en  ayant  égard'  au  théorème  suivant. 

3.*  Théorème.  Si  dans  la  série  [ i)  la  valeur  nu- 
mérique du  terme  général  uH  décroît  constamment 
et  indéfiniment , pour  des  valeurs  croissantes  de  n, 
si  de  plus  les  différens  termes  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs , la  série  sera  convergente. 

Considérons,  par  exe/hple,  la  série 


L -t-&c..dt  — , 

• 4 7 n 7 


: — , &C. 

fM-i  7 


La  somme  des  termes  dont  le  rang  surpasse  n,  si 
on  les  suppose  pris  en  nombre  égal  à m,  sera 

dfc/-L L — i-  — L-  — —rr  h-  &c...  dfc— !— V 

V,  »-H  »H-i  n+3  n+4  n-t-m  J 

Or  la  valeur  numérique  de  cette  somme , savoir , 
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• . 

1 

- 1 . 

I I p • I 

_i_  Ar  0 

n+i 

71+2 

n+3  n+4 

I ; 

/ * 

_ •«  \ (. 1 * v 

- &C 

n+i 

\»+* 

«+3/  \ «+4  «+;/ 

1 • 

' * 1 V Y ■ _ 

* 1 . ks  n 

n+i 

n+2  ' 

y,  »+ ) n+4  J \ n+J 

étant  évidemment  comprise  entre 


et  — ; « 

n H-  i n -H  i n -J-  z 

décroîtra  indéfiniment  pour  des  valeurs  croissantes 
de  n,  quel  que  soit  m,  ce  qui  suffit  pour  établir  la 
convergence  de  la  série  proposée.  Les  mêmes  rai- 
sonnemens  peuvent  évidemment  s’appliquer  à toutes 
les  séries  de  ce  genre.  Je  citerai,  entre  autres,  la 
suivante  , 


(4) 


i 


laquelle,  en  vertu  du  théorème  3.%  restera  conver- 
gente pour  toutes  les  valeurs  positives  de  /x. 

Si  dans  la  série  (4)  on  supprime  le  signe  — de- 
vant chacun  des  termes  de  rang  pair,  on  obtiendra 
la  série  (3)  du  §.  2.*,  qui  est  divergente  toutes  les 
fois  que  l’on  suppose  fx=  1 ou  /«.<  1 . Par  suite , pour 
transformer  une  série  convergente  en  série  diver- 
gente, ou  réciproquement,  il  suffit  quelquefois  de 
changer  les  signes  de  certains  termes.  Au  reste,  ' 
cette  remarque  est  uniquement  applicable  aux  séries 
pour  lesquelles  la  quantité  désignée  par  k dans  le 
,2.f  théorème  se  réduit  à l’unité. 


TOM.  1.  K 


Digitized  by  Google 


140  cours  d’analyse. 

Etant  donnée  une  série  convergente  dont  tous 
les  termes  sont  positifs,  on  ne  peut  qu’augmenter 
la  convergence  en  diminuant  les  valeurs  numériques 
de  ces  mêmes  termes  , et  changeant  les  signes  de 
quelques-uns.  II  est  bon  d’observer  qu’on  produira 
ce  double  effet,  si  l’on  multiplie  chaque  terme  par 
un  sinus  ou  par  un  cosinus  ; et  cette  observation 
suffit  pour  établir  la  proposition  suivante. 

4.e  Théorème.  Lorsque  la  série 

if)  /o  » /il  fi  * •••  fn  > 

uniquement  formée  de  termes  positifs , est  convei'- 
gentc , chacune  des  suivantes 

j y>0cos.G0 , f ,006.9, , f.cos.ê,,  . . . f„cos.ô„,  &c.  . . , 

l f0sin.Qo,  f.sin.ô, , f,sin.9,t  ...  f„  sin.G„,  &C 

l’est  pareillement , quelles  que  soient  les  valeurs 
des  arcs  0„,  6,,  9,  ...  9„,  &c.... 

• • 1 

Corollaire.  Si  l’on  suppose  généralement 
G„  = n G , 

0 désignant  un  arc  quelconque , les  séries  ( 5 ) de- 
viendront respectivement 

foi  fi  cos.  0 , ft  cos.  20,  ...  ^cos.nô  , &C...  , 

J>,  sin.G,  y>,sin.20,  ...^„sin.  «G,-  &C 

Ces  deux  dernières  seront  donc  toujours  conver- 
gentes en  même  temps  que  la  série  (2). 

Si  l’on  considère  à-Ia-fois  deux  séries  dont  cha- 
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cime  renferme  des  termes  positifs  et  des  termes  né- 
gatifs, on  démontrera  facilement  à leur  égard  les 
théorèmes  5.'  et  6.'  du  second  paragraphe  , ainsi 
qu’on  va  le  faire  voir. 

5.e  Théorème.  Soient  , . , > 


(7) 


S 

i 


«o, 


» w, , . . . . 
v,  , v. , 


&C , 

, &C. . . . , 


deux  séries  convergentes  qui  aient  respectivement 
pour  sommes  s et  s ; 

(8)  w0-t-v0 , u,- i-w,  , , . . . ult-+-v„ , &c. . 

sera  une  nouvelle  série  convergente,  qui  aurapour 
somme  s-i-s. 

' Démonstration.  Si  Ion  fait 


s „ = U,  U,  -h  ux  -H. 


-+■  ; 


et  s'„  convergeront  respectivement , pour  des  va- 
leurs croissantes  de  n,  vers  les  limites  s et  s'.  Par 
suite , s„-i-s'„,  c’est-à-dire , la  somme  des  n premiers 
termes  de  la  série  (8)  convergera  vers  la  limite 
s-i-s;  ce  qui  suffit  pour  établir  le  théorème  énoncé. 

6.e  Théorème.  Les  mêmes  choses  étant  posées 
que  dans  le  théorème  précédent,  si  chacune  des 
séries  (7)  reste  convergente , lorsqu’on  réduit  ses 
diffërens  termes  a leurs  valeurs  numériques , 


7 . \ uava y U'V'-i-u,  v,-hV,V0 ,, . 

(9)  < 

( ...  u.V'-Ht,  Vi-ï&nV,',  &c... 
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sera  une  nouvelle  série  convergente , qui  aura  pour 

somme  ss . 

Démonstration.  Soient  toujours  s„,  s n les 
sommes  des  n premiers  termes  des  deux  séries  (y) , 
et  désignons  en  outre  par  s"„  la  somme  des  n pre- 
miers termes  de  la  série  (9).  On  trouvera 

S'n  ~ V„_,  -H  ( Un_  V„_%  -+-  U„_>  V„_)  -4-  ... 

(un_,  v,  -4-  u„_t  e,-+-  ...  -+-  V„_t  -H  U, 

De  plus,  le  théorème  6.e  ayant  été  démontré  dans  le 
second  paragraphe  pour  le  cas  où  les  séries  (~)  ne 
renferment  que  des  termes  positifs,  il  en  résulte  que 
dans  cette  hypothèse  chacune  des  quantités  sns'„, 
s" „ converge,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers 
la  limite  s s',  et,  par  suite,  la  dilFérence  s„s  „ — s" 
ou , ce  qui  revient  au  même , la  somme 


-i  («„-■  vn_x  -4-  v„_,  j -t- 

vers  la  limite  zéro. 


Concevons  maintenant  que , les  termes  des  séries 
(y)  étant  les  uns  positifs  et  les  autres  négatifs , on  dé- 
signe respectivement  par 


• ' • f rt>  • • 

•••  f‘«,  •• 


les  valeurs  numériques  de  ces  différens  termes.  Sup- 
posons de  plus , conformément  à l’énoncé  du  théo- 
rème, que  les  séries  (io),  composées  de  ces  .mêmes 
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valeurs  numériques  , soient  toutes  deux  conver- 
gentes. En  vertu  de  fa  remarque  qu’on  vient  de  faire, 
la  somme 

ftt-tf  o-t  «-*  f n-i)  *+*•*.•  •••'• 

•••"*■  ( fn-'/i  ■+•  •••  H"/»/  »-» 

convergera,  pour  des  valeurs  croissantes  de  ri,  vers 
la  limite  zéro  : et,  comme  la  valeur  numérique  de 
cette  somme  sera  évidemment  supérieure  à celle  de 

la  suivante 

♦ 

tv,  -1-  (m„_,  V„_x  -4-  U„_x  V„_t)  -4- 

-t-  ( U„_  V,-k-U„_x  Vx-+-  . ...  -4- K,  Vn_x-\-Ul  VH_)  , 

il  en  résulte  que  cette  dernière , ou , ce  qui  revient 
au  même,  la  différence  s„s'n — s"  „ convergera  elle- 
méme  vers  la  limite  zéro.  Par  suite , s s' , qui  est  la 
limite  du  produit  s„s'„,  sera  encore  celle  de  &*„■  Eh 
d’autres  termes  , la  série  (9)  sera  convergente , et 
aura  pour  somme  le  produit  s s\ 

Scholie.  Le  théorème  précédent  pourrait  ne 
plus  subsister , si  les  séries  (7) , supposées  conver- 
gentes, cessaient  de  l’être  après  la  réduction  de  cha- 
que terme  à sa  valeur  numérique.  Concevons,  par 
exemple , que  pour  chacune  des  séries  (j)  on  prenne 
la  suivante 

(n)  i > T*  H — T > 

La  série  (9)  deviendra 
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Cette  dernière  est  divergente.  Car  son  terme  géné- 
ral , savoir , 


T 

Vt»— *A 


i 

V (»—>)» 


a une  valeur  numérique  évidemment  supérieure  à 


lorsque  n est  pair,  et  à 

n % n 

K»  -4-  i V ( - n-+- 1 ’ 

— ) r ; 

lorsque  n est  impair;  c’est-à-dire,  dans  tous  les  cas 
possibles,  une  valeur  numérique  supérieure  à l’unité. 
Cependant  la  série  (i  i)  est  convergente.  Mais  on 
doit  observer  quelle  cesse  de  Ietre , lorsqu’on  réduit 
chaque  terme  à sa  valeur  numérique  , puisqu'elle  se 
change  alors  en  la  série  (6)  du  §.2.* 


§,  4.*  Des  Séries  ordonnées  suivant  les  Puissances 
ascendantes  et  entières  d’une  variable. 

Soit 

♦ 

(i)  a0,  a,x , a.x' , . . . an x* , &c. . . 
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une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières 
et  ascendantes  de  la  variable  x , 

) O®  » O,  , (l,  ) ..«.  dn  t &c. . . . 

désignant  des  coefïicicus  constans  positifs  ou  néga- 
tifs. Soit  de  plus  A ce  que  devient  pour  la  série  (2) 
la  quantité  k du  paragraphe  précédent  [voy.  le  §.  3 , 
2.*  théorème].  La  même  quantité,  calculée  pour  la 
•série  ( 1.) , sera  équivalente  à la  valeur  numérique  du 
produit 

Ax. 

Par  suite , la  série  ( 1 ) sera  convergente , si  cette 
valeur  numérique  est  inférieure  à l’unité , c’est-à-dire, 
en  d’autres  termes,  si  la  valeur  numérique  de  la  va- 
riable x est  inférieure  à -j- . Au  contraire , la  série  ( 1 ) 
sera  divergente,,  si  la  valeur  numérique  de  x surpasse 
. On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

l.er  Théorème.  Soit  a la  limite  vers  laquelle 
converge , pour  des  valeurs  croissantes  de  n , la  ra- 
cine n.me  des  plus  grandes  valeurs  tiumériques  de 
. La  série  (1)  sera  convergente  pour  toutes  les 
valeurs  de  x comprises  entre  les  limites 


et  divergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x situées 
hors  des  mêmes  limites. 

Lorsque  la  valeur  numérique  du  rapport  -"j 
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converge  vers  une  limite  fixe  , cette  (imite  est  [en 
vertu  du  4-c  théorème , chapitre  II , §.  3 ] la  valeur 
cherchée  de  A.  Cette  remarque  conduit  à une  nou- 
velle proposition  que  je  vais  écrire. 

2.*  Théorème.  Si , pour  des  valeurs  croissantes 
de  n,  la  valeur  numérique  du  rapport 


converge  vers  la  limite  A,  la  série  (1)  sera  con- 
vergente pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises 
entre  les  limites 

l T 

~~~Â  ’ 

et  divergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x situées 
hors  des  mêmes  limites.  . 

Corollaire  i.'r  Prenons  pour  exemple  la  série 
(3)  1,  7.x,  3-r*,  4x\  ...  &c..* 

Comme  on  trouvera  dans  cette  hypothèse 

« n -+-  1 1 

— !XL—  — = I -t , 

an  n -+-  1 »+i 

et  par  suite, 

A = 1 , 

on  en  conclura  que  la  série  (3)  est  convergente  pour 
toutes  les  valeurs  de  x renfermées  entre  les  limites  < 

1 

x — — 1 , x = ■+•  1 , 

et  divergente  pour  les  valeurs  de  x situées  hors  de 

ces  limites. 

\ 
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Corollaire  2 .*  Prenons  pour  second  exemple 
la  série 


(4) 


X X 

T ’ ~T 


X » 

T 


xn 


, &C.  . . . 


dans  laquelle  le  terme  constant  est  censé  réduit  à 
zéro.  On  trouvera  dans  cette  hypothèse  ' 


n -+-  1 


et  par  suite  A — 1 . La  série  (4)  sera  donc  encore 
convergente  ou  divergente , suivant  que  la  valeur 
numérique  de  x sera  inférieure  ou  supérieure  à l’u- 
nité. 

Corollaire  3.'  Si  pour  la  série  (1)  on  prend 
la  suivante , 

( ,,  JLX) 

/ \ 1 1 1 -1 

) ■ OC**  — *>•••(/*  — *-*-  0 „« 

I • • • • X I a a • 

, V I a 2 a 3 , . a . a fl  ' 

fx  désignant  une  quantité  quelconque , on  trouvera 


■x  , 


, fx  — n 

«„  n -+>  1 


I — 


fil 


et  par  suite , 


1 — 


A — lim;  — 

/ 1 


= r. 


00 


On  en  conclura  que  fa  série  (5)  est,  comme  les  sé- 
ries (3)  et  (4),  convergente  ou  divergente,  suivant 
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que  l’on  attribue  à ia  variable  x une  valeur  numé- 
rique inférieure  ou  supérieure  à l’unité. 

Corollaire  j..'  Considérons  encore  la  série 


!.*.} 


■ , &.c. . « 


Comme  on  aura  dans  ce  cas 

t 


et  par  suite , 


a n t 


on  en  conclura  que  la  série  est  convergente  entre 
les  limites 


x = — ~=—  » , ;r  = oo  , 

c'est-à-dire,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles 
de  la  variable  x. 

Corollaire  r/  Considérons  enfin  la  série 
'"('/)  I,  l.X,  1.2.X1,  1.2.3.x5,...  1 .2.3...7I.X",  &C.a 
Cn  lui  appliquant  le  théorème  2.* , on  trouvera 
*■* 1 = n -+-  1 , A — o o ; 
et  l’on  aura  par  suite  , 


On  en  conclura  que  la  série  (7)  est  toujours  diver- 
gente, excepté  lorsqu’on  suppose  x=o, auquel  cas, 
elle  se  réduit  à son  premier  terme  1 . 
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En  examinant  les  résultats  qu’on  vient  d’obtenir, 
on  reconnaît  immédiatement  que,  parmi  les  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  et  en- 
tières de  la  variable  x,  les  unes  sont  tantôt  con- 
vergentes , tantôt  divergentes , selon  la  valeur  attri- 
buée à cette  variable , tandis  que  d’autres  restent 
toujours  convergentes , quel  que  soit  x , et  d’autres 
toujours  divergentes,  excepté  pour  x — o.  On  peut 
ajouter  que  le  théorème  i ne  laisse  d’incertitude 
sur  la  convergence  d’une  semblable  série  que  dans 
le  cas  où  la  valeur  numérique  de  x devient  égale 

à la  constante  positive  représentée  par  , c’est-à- 
dire,  lorsqu’on  suppose 


Dans  ce  cas  particulier , la  série  est  tantôt  conver- 
gente , tantôt  divergente,  et  la  convergence  dépend 
quelquefois  du  signe  de  la  variable  x.  Par  exemple, 
si  dans  la  série  (4),  pour  laquelle  A = i , on  fait 
successivement 

-x  = I , X = — I , 

on  obtiendra  les  deux  suivantes 

i _L  f.L  JL  J- 

* » a » } > 4 ’ •••  „ .»  <N‘C-  • * • 

1 i « , i . 

-*1,-1-  — , -,  -H-,  ...±  — , &C...  , 

2 3 4 n 

dont  la  première  est  divergente  [voyez  dans  le  §.  2 
le  corollaire  du  3 .*  théorème] , et  la  seconde  corner  r 
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^ gente , ainsi  que  cela  résulte  du  3 .*  théorème  [ §.  3]. 

Il  est  encore  essentiel  de  remarquer  que  par  suite 
du  premier  théorème,  lorsqu’une  série  ordonnée 
Suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  d’une 
variable  x sera  convergente  pour  une  valeur  nu- 
mérique de  x différente  de  zéro  , elle  restera  con- 
vergente , si  l’on  vient  à diminuer  cette  valeur  numé- 
rique, ou  même  à la  faire  décroître  indéfiniment. 

Lorsque  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  et  entières  de  la  variable  x sont 
convergentes  pour  une  même  valeur  de  la  variable , 
on  peut  leur  appliquer  les  théorèmes  5 et  6 du  §.  3. 
Cette  remarque  suffit  pour  établir  les  deux  propo- 
sitions que  je  vais  énoncer. 

3.'  Théorème.  Supposons  que  les  deux  séries 

( a0,  a,  x , axxx , . . . an  xn , &c. . . , 

( 1 °)  ) 

( K I b t X , J"  1 • • • b n ^ * &C.  • . , 

* 

étant  à- la- fois  convergentes , lorsqu’on  attribue  a 
la  variable  x une  certaine  valeur , aient  alors  pour 
sommes  respectives  s et  s ; 

(1 1)  a0-*-b0,  (atA-b,)x,  (a^bfv1,  ...{an-+-b„).  r* , &c.. 

sera , dans  le  même  cas , une  nouvelle  série  conver- 
gente, qui  aura  pour  somme  s a- s. 

Corollaire.  On  étendra  facilement  ce  théo- 
rème à tant  de  séries  que  l’on  voudra.  Par  exemple, 
si  les  trois  séries 
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«„ , a,  x , ax  xx , &c , 

ba  j b x x , b Xx  j &c. . . . ) 

■ C0  j Cj  OC  , Cj  JT  y &C.  . « • f I 

sont  convergentes  pour  une  même  valeur  attribuée 
à la  variable  ce , et  que  l’on  désighe  par  s,  s',  s" 
leurs  sommes  respectives , 

an-*-bt-i-ct , [a^b^c^x , (ax-+-bx-+-cx) xx,-,6tc... . 

sera  une  nouvelle  série  convergente , qui  aura  pour 
somme  s-t-  s' 

4.'  Théorème.  Les  mêmes  choses  étant  posées 
que  dans  le  théorème  précédent,  si  de  plus  chacune 
des  séries  (10)  reste  convergente , lorsqu’on  réduit 
ses  dijferens  termes  à leurs  valeurs  numériques , 

j a0b0 , (aab,-+-atb0)x,  (a0bl-+-a1b1+albc)xx , ... 

| ...  (t a0b  K-+- a tb  an_tb:+anb0)x” , &c... 

f 

sera  une  nouvelle  série  convergente,  qui  aura  pour 
somme  s». 

Corollaire  i.,t  Le  théorème  précédent  se 
trouve  compris  dans  la  formule 

(o0-*-a1x-j-«1x'-f-&c.. .)  (40-»-i1x-h4Jx*-+-&c..,.) 

= a0i0-+- ( aQ b , -+-  a , 4„) x -+-  ( a0bx-ha, b ax60) xx-4~&lc.  . . 

qui  subsiste  dans  le  cas  où  chacune  des  séries  ( i o) 
reste  convergente  lors  même  qu’on  réduit  ses  diffé- 
rons termes  à leurs  valeurs  numériques , et  qui  sert 

! 


(12) 
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à développer  dans  cette  hypothèse  le  produit  des 
sommes  des  deux  séries  en  une  nouvelle  série  de 
même  forme. 


» Corollaire  2.'  En  répétant  plusieurs  fois  de 
suite  l’opération  indiquée  par  l’équation  (13),  on 
pourrait  multiplier  entre  elles  les  sommes  de  trois 
ou  d’un  plus  grand  nombre  de  séries  semblables 
aux  séries  (10),  et  dont  chacune  resterait  conver- 
gente après  la  réduction  de  ses  diflféreus  termes  à 
leurs  valeurs  numériques.  Le  produit  obtenu  serait 
la  somme  d’une  nouvelle  série  convergente  ordon- 
née suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de 
la  variable  x. 

Corollaire  3/  Si  dans  les  deux  corollaires  pré- 
cédons on  supposé* que  toutes  les  séries  dont  on 
multiplie  les  sommes  deviennent  égales , on  obtien- 
dra pour  produit  une  puissance  entière  de  la  somme 
de  chacune  d’elles  ; et  cette  puissance  se  trouvera 
encore  représentée  par  la  somme  d’une  série  du 
même  genre.  Par  exemple , si  dans  l’équation  (13) 
on  fait  a0=b0 , a,=b, , ax—bx,  &c... , on  en  tirera 

( a0  a,  x -+-  ax  xx  -+-  &c.  ....)* 

= û0*  + 2fl0«,x  + (2fl1,fl1+a1,)a:,  + &c.... 

Corollaire  4. * Si  l’on  prend  pour  termes  gé- 
néraux des  séries  (10) 


et 


M{t*—  1 ) (fr—  a) 1 ) 

1.2  . J n / 

/*’  — * /•  • ■;(/  — »+')'  xn  •« 

> 1 } ..Jt  ? 


1 
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ju.,  fx‘  désignant  deux  quantités  quelconques,  et  la 
variable  x étant  renfermée  entre  les  limites  x— — i, 
X—-+- 1 , chacune  des  séries  (10)  restera  conver- 
gente même  lorsqu'on  réduira  ses  différons  termes 
leurs  valeurs  numériques,  et  le  terme  général  de 
série  (12)  deviendra 

[ H{/x—  n-4-f)  i)..  .(«— 

L ».'■*. 3 « 1.1.3.. .(«  1)  . * ' 

U !x{  H-'  ) • • • "I  r« 

1.2. 3.  .-(«—O  1.2.3...»»  J-'  • 

) i/x-^/x'—  1)  {/*-{-, u’— 2).  , .{fx-+-fx—n- 4-i)  x„' 
— 1.2.3 n 

Cela  posé,  si  l’on  appelle  la  somme  de  la 

première  des  sériés  (10)  dans  1 hypothèse  que  ion 
vient  de  faire  , c’est-à-dire , si  l’on  pose 


(15) 


f* 


.r-t- 


fx{fx—  ') 


x 


• &c.. 


les  sommes  des  séries  (10)  et  (12)  seront  respecti- 
vement désignées , dans  la  même  hypothèse , par 
q>{/x),  et  Q(fx-t-p);  en  sorte  que  l’é- 

quation (13)  deviendra 

. . t . s * ' • 1 

(16)  <p(».cpO')  = 

Lorsque  dans  l’équation  (13)  on  remplace  la 
somme  de  la  série 


ba , btx,  bxx\  &c 

par  un  polynôme  composé  d’un  nombre  fini  de 
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termes,  on  obtient  une  formule  qui  ne  cesse  jamais 

detre  exacte,  tant  que  la  série 

aa , a,c v , a^x' , &c 

4 

demeure  convergente.  C’est  ce  que  nous  allons 
prouver  directement , en  établissant  le  théorème 
qui  suit. 

5.c  Théorème.  Si,  la  série  (i)  étant  conver- 
gente, on  multiplie  la  somme  de  cette  série  par  le 
polynôme 

(i  7)  kxm  -+-  lxm~'  -t-  &c -t -px-*-q, 

dans  lequel  m désigne  un  nombre  entier , on  ob- 
tiendra pour  produit  la  somme  d’une  nouvelle  série 
convergente  de  même  forme , dont  le  terme  général 
sera 

< • {(lan  -*-pan-i  -+■  •••  ^-ka„_m)xm, 

pourvu  que  Ion  considère  comme  nulles  dans  les 
premiers  termes  celles  des  quantités 

an-i  > art-i  • • * • an-m+ 1 » an-m  > 

' •’  t 

qui  se  trouveront  affectées  d’indices  négatifs  : en 
d’autres  termes , on  aura 

-4-px-t-q)  x (aB-|-o1x+o1x1-l-&c...) 

< •»*>.• 1 

-j-  &c 
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Démonstration.  Pour  multiplier  la  somme 
de  la  série  (i)  par  le  polynôme  (17)»  il  suffira  de 
la  multiplier  successivement  par  les  différens  termes 
de  ce  polynôme.  On  aura  donc 

( kxm-\-  /xm_l  +.,.,+^1  + })  -4-&c.. .} 

= q ( a0  4-  atx  + axx*  +&c...)  +px  (a„  *t-  «,x  •+•  a^x*  + &c.. .) 
-4-  &c .... 

-4-  /Xm—  (o0+«,x+oJx1+...)  + kxm  (a0-t-  a,X-4-  «2x*+  &c.. .)  , 

Comme  on  a de  plus  , pour  des  valeurs  entières 
quelconques  de  n, 

+ -4-  x*~‘  ) 

= qa0  qatx  qa1x1  +{«„_,  x"~'  , 

on  en  conclura , en  faisant  croître  n indéfiniment , 
et  passant  aux  limites, 

q ( a„-Hi1x-t-a1x*-t-&c ) = ?«„-+-  çoJx-+-ç<iJx*-l-&c..  .13 

On  trouvera  de  même 

px  (a„-l-oIx-(-«1x1-4-&c.. . .Jss^OaX-H-pa.x1-^®^3-^^,.  , 

&c. . . . . 

Ix m-‘  ( Oo-Hi.x-Hi.x'+SiC.  ..)  = la0xm~’+lalxm+lalxm+‘+Slc... , 
*xm(  aa+alx+a1x1+à.c ) = kaaxm+ka  lxm*l+kaixm*x+ii.  c... 

Si  Ton  ajoute  ces  dernières  équations,  et  qu’en  for- 
mant la  somme  des  seconds  membres  on  réunisse  les 
coefficiens  des  puissances  semblables  de  la  variable 
x , on  obtiendra  précisément  la  formule  (18). 

Concevons  maintenant  que  dans  la  série  ( 1 ) on 
fasse  varier  la  valeur  de  x par  degrés  insensibles. 
TOM.  1.  L 
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Tant  que  la  série  restera  convergente,  c’est-à-dire, 
tant  que  la  valeur  de  x demeurera  comprise  entre 
les  limites 

1 f ! 

X ’ ~A~' 

la  somme  de  la  série  sera  [ en  vertu  du  i théo- 
rème , §.  i ] une  fonction  continue  de  la  variable  x. 
Soit  Cf)  (x)  cette  fonction  continue.  L équation 

<p(.r)  = aa-:t-  a,x  -+-  axxl  -h-&c 

subsistera  pour  toutes  les  valeurs  de  x renfermées 
entre  les  limites  — -f , -+-  ; ce  que  nous  indi- 

querons , en  écrivant  ces  limites  à côté  de  la  série , 
comme  on  le  voit  ici 


(ic>)  Q(x')  = a0-+-alx-t-alxt-*-&LC... 


*=-â! 


X=-h- 


Lorsque  la  série  est  supposée  connue , on  peut 
quelquefois  en  déduire  la  valeur  de  la  fonction  Ç(x) 
sous  forme  finie  ; et  c est-là  ce  qu’on  appelle  sommer 
la  série.  Mais  le  plus  souvent  la  fonction  <p  (x)  est 
donnée,  et  l’on  se  propose  de  revenir  de  cette  fonc- 
tion à la  série,  ou,  en  d’autres  termes,  de  développer 
la  fonction  en  série  convergente  ordonnée  suivant 
les  puissances  ascendantes  et  entières  de  la  variable 
x.  II  est  facile  d établir  à ce  sujet  la  proposition  que 
je  vais  énoncer. 

6.e  Théorème.  Une  fonction  continue  de  la  va- 
riable x ne  peut  être  développée  que  d’une  seule 
manière  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les 
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puissances  ascendantes  et  entières  de  cette  va- 
riable. 

Démonstration.  En  effet,  supposons  qu’on 
ait  développé  par  deux  méthodes  différentes  la  fonc- 
tion <p  (x)  ; et  soient 

a„ , a,x  , alxt  .. . a„xn , &c. 

ba , b,x,  bxx  ...bnxn,  &c. 

les  deux  développemens , c’est-à-dire,  deux  séries 
dont  chacune,  étant  convergente  pour  des  valeurs 
de  x différentes  de  zéro , ait  pour  somme  , tant 
quelle  demeure  convergente,  la  fonction  cf>(.r).  Ces 
deux  séries  étant  constamment  convergentes  pour 
de  très-petites  valeurs  numériques  de  x , on  aura, 
pour  de  semblables  valeurs, 

i 

a.+a.x+Æ.Æ1- h&c...  = b0-\-b,x-+-bxx'-h&.c... 

Comme , en  faisant  évanouir  x , on  tire  de  l’é- 
quation précédente 


il  en  résulte  qu’on  peut  la  réduire  généralement  à 
alx-i-atx*  + &LC...  = b,  x-^bjx  -+-&c..., 
ou , ce  qui  revient  au  même , à 

a,or-+-&c. . .)  — x[b1-^bl x-i-  &c. 

Si  l’on  multiplie  par  ~ les  deux  membres  de  cette 
dernière  équation,  on  obtiendra  la  suivante 
a,  -a-  ax  x -+-  &c. . . = b,  -+-  b,  x -+-  &c. . . , 
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qui  devra  encore  subsister  pour  de  très-petites  va- 
leurs numériques  de  la  variable  x , et  de  laquelle  on 
conclura , en  posant  x = o , 


En  continuant  de  même , on  ferait  voir  que  les  cons- 
tantes a0 , a,,  ax , &c...  sont  respectivement  égales 
aux  constantes  ba , b,,  bx,  &c...  ; d’où  il  suit  que 
les  deux  développemens  de  la  fonction  Cp  (x)  sont 
identiques. 

Le  calcul  différentiel  fournit  des  méthodes  très- 
expéditives  pour  développer  les  fonctions  en  séries. 
Nous  exposerons  plus  tard  ces  méthodes  ; et  nous 
nous  bornerons  pour  l’instant  à faire  connaître,  avec 
le  développement  de  la  fonction  ( i -+-  x Y , dans 
laquelle  fx  désigne  une  quantité  quelconque,  deux 
autres  développemens  que  l’on  ramène  facilement 
au  premier , savoir , ceux  des  fonctions 

A*  et  L(,i+x), 

A désignant  une  constante  positive , et  L la  carac- 
téristique des  logarithmes  dans  un  système  choisi  à 
volonté.  En  conséquence , nous  allons  résoudre  l’un 
après  l’autre  les  trois  problèmes  qui  suivent. 

l.er  Problème.  Développer , lorsque  cela  se 
peut , la  fonction 

( i •#)* 

' . < . 

en  série  convergente  ordonnée  smvant  les  puis- 
sances ascendantes  et  entières  de  la  variable  x. 
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Solution.  Si  d’abord  on  suppose  /x~m,  m 
désignant  un  nombre  entier  quelconque , on  aura , 
par  la  formule  de  Newton , 


(i  -+-*)”*=  i 


m m'm  — i) 

— X H - - X- 

i * i .i 


•&C.... 


La  série  dont  la  somme  constitue  le  second  membre 
de  cette  formule  est  toujours  composée  d’un  nombre 
fini  de  termes  : mais,  si  l’on  y remplace  le  nombre 
entier  m par  une  quantité  quelconque  fx,  la  nouvelle 
série  que  l’on  obtiendra,  savoir, 


• (5) 


M/*-  0 
1 . 2 


x‘ , &c 


se  trouvera  composée  en  général  d’un  nombre  indé- 
fini de  termes , et  sera  convergente  seulement  pour 
des  valeurs  numériques  de  x inférieures  à Funité. 
Soit,  dans  cette  hypothèse,  la  somme  de  la 

nouvelle  série;  en  sorte  qu’on  ait 


(i5) 

En  vertu  du  i.,r  théorème  [§.  1 ."] , c p(fx)  sera 
fonction  continue  de  la  variable  /x  entre  des  limites 
quelconques  de  cette  variable , et  l’on  aura  [voyez  le 
3.*  théorème,  corollaire  4] 

(16)  Q(fx).q>(n.')  = /a,'). 

Cette  dernière  équation  , étant  entièrement  sem- 
blable à l'équation  (2)  du  chapitre  V [§.  i.er],  se 
résoudra  de  la  même  manière  ; et  l’on  en  couclura 


4 
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9(^)==[<KI)]'‘  = (I-+-*)'‘-  , 

La  valeur  de  Ç(,a)  étant  ainsi  déterminée , si  on  la 
substitue  dans  ia  formule  (15),  on  trouvera,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  les  limites 
x — — i,  x = -t-  1 , 


(20)  ( 1 -kt)*  = 1 -t-  y x-+-  .r*-+-&c... 


Lorsque  la  valeur  numérique  de  x devient  su- 
périeure à l’unité,  la  série  (5),  n’étant  plus  conver- 
gente, cesse  d’avoir  une  somme;  en  sorte  que  le- 
quation  (20)  ne  subsiste  plus.  Dans  la  même  hypo- 
thèse , il  devient  impossible , ainsi  qu’on  le  prouvera 
plfls  tard  à l’aide  du  calcul  infinitésimal,  de  déve- 
lopper la  fonction  ( 1 +x)'  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  et  en- 
tières de  la  variable  x. 

Corollaire  i.,r  Si  dans  l’équation  (20)  on  rem- 
place /x  par  — , et  x par  aux,  au  désignant  une  quan- 
tité infiniment  petite,  on  aura  pour  toutes  les  valeurs 
de  aux  renfermées  entre  les  limites  — 1 , +1,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  pour  toutes  les  valeurs  de 

x renfermées  entre  les  limites  — 


J.  > j»  jp*  X*'  s 

(i-4-«jt)  «s=i-t 1 ('T*)' Ci  — *)  ('— * *)-+-&<••  • . 


■— :i 

’~:-r 
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Cette  dernière  équation  devant  subsister,  quelque 
petite  que  soit  la  valeur  numérique  de  et,  si  l’on 
désigne  à l’ordinaire , par  l’abréviation  lim.  placée 
devant  une  expression  qui  renferme  la  variable  et,  la 
limite  vers  laquelle  converge  cette  expression,  tandis 
que  la  valeur  numérique  de  et  décroît  indéfiniment, 
on  trouvera , en  passant  aux  limites , 


(21) 


lim.  ( 1 -+-cur\  * — n — — -h  x 1 1-  &c... 

' / i 1 .a  1 .2.3 


' x,==  — 00 

X =S  ■+• 


00  j’ 


Il  reste  à chercher  la  limite  de  ( 1 -4- et .r)  “ . Or,  en 
premier  lieu , on  tirera  de  la  formule  précédente 

lim.  f 1 -t-  et V*  = 1 -t-  — -i — - — 1 h &c... , 

' ' i 1 .a  1 . a. 3 

ou,  en  d’autres  termes,  • 

(22)  lim.  ( 1 -+-  et)  « = e, 

e désignant  la  base  des  logarithmes  népériens  [voy. 
le  §.  i.er,  équation  (6)].  On  en  conclura  immédia- 
tement 

T 

lim.  ( 1 -h  et  x)  mx  — e , 

et  par  suite 

lim.  (i-»-etjr)‘  = lim.  [(  1 -h et x)  " ] : 


M 

e . 


Si  maintenant  on  remet  la  valeur  de  lim.  (i-+-ct.r)“ 
dans  l’équation  (21),  on  obtiendra  la  suivante 
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(z3)  e'=i+f-+ 

' >-i  1.1.3  jx  = 4-ooj 

On  pourrait  arriver  directement  à l’équation  (23), 
en  observant  que  la  série 


X 

*»  -» 


1.1.3 


, &C. 


.(«) 

est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de 
la  variable  x , et  cherchant  la  fonction  de  x qiri 
représente  la  somme  de  cette  même  série.  En  effet , 
soit  Cp  (.r)  la  somme  de  la  série  (6)  qui  a pour 
terme  général 


<p(y)  sera  la  somme  de  la  série  qui  a pour  terme 
général 


1 .1.3 . . .n  * 


et  [en  vertu  du  6.*  théorème,  §.  3]  le  produit  de  ces 
deux  sommes  sera  la  somme  d’une* nouvelle  série 
qui  aura  pour  terme  général 


JL JL.*.  .JL  y 

1.1.3...11  ' 1 . a .3 . ..(n — 1)“  1 •**  1 


4- 


y"  _ (J  -e  y)* 

1.2.3...»  1.2.3,..» 


Ce  produit  sera  donc  égal  à Cp  ; et  par  suite, 
si  l’on  fait 

. 1 -t-T^TT  "*■  TXT  &c””  » 

la  fonction  (x)  vérifiera  I équation 
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<?(*)•  9 (y)  = <?(•*-*- y)- 

En  résolvant  cette  équation , on  en  tirera 

v 

c’est-à-dire , . 

<p  (x)  = e*. 

COROLLAI RE  2.‘  Si,  après  avoir  retranché 
l’unité  de  chaque  membre  de  l’équation  (20),  on 
divise  les  deux  membres  par  jx.  , i 'équation  que  l’on 
obtiendra  pourra  s’écrire  ainsi  qu’il  suit , 

— ^ = .g  — £.  ( 1 _ t _^)(  t _ 1 p)  _&  c . . . 


et , si  dans  cette  dernière  on  fait  converger  fx,  vers 
la  limite  zéro , on  trouvera , en  passant  aux  limites , 

(a4)  Æm.  — = x — — — -+-&c....  ' 

De  plus,  comme,  en  désignant  par  l la  caractéris- 
tique des  logarithmes  népériens  pris  dans  le  sys- 
tème dont  la  base  est  e,  on  a évidemment 

'(■+*) 

1 ■+■  x = e , 

' 9 1 1 .a  7 

on  en  conclura 

~"v  ^ x) j*-t- , 
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et  par  suite 

(25)  lim.  =/(i  +4 


Cela  posé,  la  formule  (24)  deviendra 

(26) 


Lequation  précédente  subsiste  tant  que  la  valeur 
numérique  de  x reste  inférieure  à l’unité  ; et , dans 
ce  cas , la  série 


(27) 


est  convergente,  aussi  bien  que  la  série  (4),  qui  en 
diffère  seulement  par  les  signes  des  termes  de  rang 
impair.  Les  mêmes  séries  devenant  divergentes , dès 
qu’on  suppose  la  valeur  numérique  de  x supérieure 
à l’unité , l’équation  (26)  cesse  d’avoir  lieu  dans 
cette  hypothèse. 

Dans  le  cas  particulier  où  l’on  prend  x = 1 , la 
série  (27)  se  réduit  à la  série  ( 3)  du  troisième  pa- 
ragraphe,'laquelle  est  convergente,  comme  on  l’a 
fait  voir.  L’équation  (26)  doit  donc  alors  subsister; 
en  sorte  qu’on  a 


(*8)  /(*)=. + L+&C.... 

Si  l’on  prenait  au  contraire  x—  — 1 , la  série  (27} 
deviendrait  divergente,  et  n’aurait  plus  de  somme. 

• On  peut  remarquer  encore  que,  si,  après  avoir 
écrit  — x au.  lieu  de  x dans  la  formule  (26),  on 
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change  à-la-fois  les  signes  des  deux  membres , on 
obtiendra  la  suivante 


2.e  Problème.  Développer  la  fonction 

A', 


dans  laquelle  A désigne  un  nombre  quelconque,  en 
série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
ascendantes  et  entières  de  la  variable  x. 

Solution.  Désignons  toujours  par  la  caracté- 
ristique / les  logarithmes  népériens  pris  dans  le  sys- 
tème dont  la  base  est  e.  On  aura , d’après  la  défi* 
nition  même  des  logarithmes , 


et  Ton  en  conclura 

(30)  A' 


= e 


xl{A) 


Par  suite,  en  ayant  égard  à l’équation  (23)»  on 
trouvera 


Ax  = i 


xlA 


x1  (lA)*  , x’(M)J 

■+*  -4-  * 


1 . 2 


&c... 


X =T-  OO 
JFSS+OO 


Cette  dernière  formule  subsiste  pour  toutes  les  va- 
leurs réelles  possibles  de  la  variable  x. 

3.*  Problème.  La  caractéristique  L désignant 
les  logarithmes  pris  dans  le  système  dont  la  base 
est  A , développer , lorsque  cela  se  peut,  la  fonction 
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L ( i -+■  x) 

en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  et  entières  de  la  variable  x. 


Solution.  Désignons  toujours  par  / la  caracté- 
ristique des  logarithmes  népériens.  On  aura,  en 
vertu  des  propriétés  connues  des  logarithmes , 


i+i)  = 


L ( i 4- x)  

L{A)  ~ 


l ('+■*•)  . 
HA)  ’ 


et  par  suite,  en  ayant  égard  à l’équation  (26) , on 
trouvera,  pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises 
éntëe  les  limites  — 1 , 1 , 


(32) 


L{  i-kt)= 


X =—  » 
ï = I 


Cette  dernière  formule  subsiste  dans  le  cas  même 
où  l’on  prend  x—\.  Mais  elle  cesse  d’avoir  lieu, 
lorsqu’on  suppose  x — — 1 , ou  x1  > 1 . 
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CHAPITRE  VII. 

Des  Expressions  imaginaires  et  de  leurs  Modules. 


5-  1.*'  Considérations  générales  sur  les  Expressions 
imaginaires. 

En  analyse,  on  appelle  expression  symbolique 
ou  symbole  toute  combinaison  de  signes  algébriques 
qui  ne  signifie  rien  par  elle-même,  ou  à laquelle  on 
attribue  une  valeur  différente  de  celle  quelle  doit* 
naturellement  avoir.  On  nomme  de  même  équations 
symboliques  toutes  celles  qui , prises  à la  lettre  et 
interprétées  d’après  les  conventions  généralement 
établies , sont  inexactes  ou  n’ont  pas  de  sens  , mais 
desquelles  on  peut  déduire  des  résultats  exacts , en 
modifiant  et  altérant  selon  des  règles  fixes  ou  ces 
équations  elles -mêmes,  ou  les  symboles  quelles 
renferment.  L’emploi  des  expressions  ou  équations 
symboliques  est  souvent  un  moyen  de  simplifier  les 
calculs , et  d’écrire  sous  une  forme  abrégée  des  ré- 
sultats assez  compliqués  en  apparence.  C’est  ce 
qu’on  a déjà  vu  dans  le  second  paragraphe  du  troi- 
sième chapitre , où  la  formule  (9)  fournit  une  valeur 
symbolique  très-simple  de  l’inconnue  x assujettie  à 
vérifier  les  équations  (4).  Parmi  les  expressions  ou 
équations  symboliques  dont  la  considération  est  de 
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quelque  importance  en  analyse,  on  doit  sur-tout 
distinguer  celles  que  l’on  a nommées  imaginaires. 
Nous  allons  montrer  comment  l’on  peut  être  conduit 
à en  faire  usage. 

On  sait  que  les  sinus  et  cosinus  de  l’arc  a-*- b 
sont  donnés  en  fonction  des  sinus  et  cosinus  des 
arcs  a et  b par  les  formules 

( cos.  (a-hb)  — cos.  a . cos.  b — sin.  a . sin.  b , 

(i)  ^ . 

I sin.  (d-i-b')  = sin.  a . cos.  b -H  sin.  b . cos.  a. 

Or,  sans  prendre  la  peine  de  retenir  ces  formules, 
on  a un  moyen  fort  simple  de  les  retrouver  à vo- 
lonté. Il  suffit , en  effet , d’avoir  égard  à la  remarque 
suivante. 

Supposons  que  l’on  multiplie  l’une  par  l’autre  les 
deux  expressions  symboliques 

i 

cos,  a -+-  ]/—  i sin.  a , 
cos.  b -+-  j/—  i sin.  b , 

en  opérant  d’après  les  règles  connues  de  la  multi- 
plication algébrique  , comme  si  y/—t  était  une 
quantité  réelle  dont  le  carré  fût  égal  à — i.  Le 
produit  obtenu  se  composera  de  deux  parties  , l’une 
toute  réelle,  l’autre  ayant  pour  facteur  -/—\  ; et 
la  partie  réelle  fournira  la  valeur  de  cos.  (a-t-è), 
tandis  que  le  coefficient  j/^T  fournira  celle  de 
sin.  ( a-+-b ).  Pour  constater  cette  remarque  , on 
écrit  la  formule 
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cos.  (a  -+- -b)  -+-  y/—i  sin.  (fl  -+- 
=:  (cos.fl-t-  j/— 1 s*n- a ) (cos-  ^ ‘ sin.  b). 

Les  trois  expressions  que  renferme  lequation  précé- 
dente,. savoir, 

cos.  a sin.  a , 

. cos.  b -+-  ■j/— i sin.  b , 

cos.  [a-k-fy  -+*  y/— i sin.  ( a-i-b ) , 

/ ' 

sont  trois  expressions  symboliques  qui  ne  peuvent 
s’interpréter  d’après  les  conventions  généralement  • 
établies , et  ne  représentent  rien  de  réel.  On  les  a 
nommées  pour  cette  raison  expressions  imaginaires. 
L’équation  (2)  elle-même,  prise  à la  lettre,  se  trouve 
inexacte  et  n’a  pas  de  sens.  Pour  en  tirer  des  ré- 
sultats exacts,  il  faut,  en  premier  lieu,  développer 
son  second  membre  par  la  multiplication  algébrique, 
ce  qui  réduit  cette  équation  à 


(3) 


j cos.  (a-+-Z>)-+-y/r—  1 sin.  (a-t-Æ  ) = cos.  a . cos.  b. 

J — sin.  <2.  sin.  (sin  .a.  cos  .b  -+-sin  .b.  cos.  a). 


II  faut,  en  second  lieu,  dans  lequation  (3),  égaler  la 
partie  réelle  du  premier  membre  à la  partie  réelle 
du  second,  puis  le  coefficient  de  y/—  > dans  le  pre- 
mier membre  au  coefficient  de  y/—i  dans  le  second. 
On  est  ainsi  ramené  aux  équations  (1),  que  l’oft  doit 
considérer  comme  implicitement  renfermées  l’une  et 
l’autre  dans  la  formule  (2). 

En  général,  on  appelle  expression  imaginaire 


Digitized  by  Google 


176  cours  d’analyse. 

toute  expression  symbolique  de  la  forme 

et  -H  Q y/—i  , 

et , C désignant  deux  quantités  réelles  ; et  l’on  dit 
que  deux  expressions  imaginaires 

a.  + C /-i , y-*-tJ\j/—  i 

sont  égales  entre  elles , lorsqu’il  y a égalité  de<  part 
et  d’autre , i .°  entre  les  parties  réelles  et  et  y, 
2.*  entre  les  coefficiens  de  y/^î , savoir , € et  A 
Légalité  de  deux  expressions  imaginaires  s’indique , 
comme  celle  de  deux  quantités  réelles,  par  le  signe 
= ; et  il  en  résulte  ce  qu’on  appelle  une  équation 
imaginaire.  Cela  posé,  toute  équation  imaginaire 
n’est  que  la-  représentation  symbolique  de  deux 
équations  entre  quantités  réelles.  Par  exemple , l’é- 
quation symbolique 

et  -+-  C y/—i  = y y/—  i 

équivaut  seule  aux  deux  équations  réelles 

et  = y , £ = A 

Lorsque,  dans  l’expression  imaginaire 
et  -h  Ç>  yf— i , 

le  coefficient  € de  ÿ^ï  s’évanouit , le  terme  C j/^T 
est  censé  réduit  à zéro , et  l’expression  elle-même  à 
la  quantité  réelle  et.  En  vertu  de  cette  convention  , 
les  expressions  imaginaires  comprennent,  comme 
cas  particuliers , les  quantités  réelles. 

Les  expressions  imaginaires  peuvent  être  sou- 
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mises,  aussi  bieu  que  les  quantités  réelles  aux  diverses 
opérations  de  l’algèbre.  Si  l’on  effectue  en  particulier 
l’addition,  la  soustraction  ou  la  multiplication  de 
deux  ou  de  plusieurs  expressions  imaginaires,  en 
opérant  d’après  les  règles  établies  pour  les  quantités 
réelles,  on  ‘obtiendra  pour  résultat  une  nouvelle 
expression  imaginaire  qui  sera  ce  qu’on  appelle  la 
somme , la  différence  ou  le  produit  des  expressions 
données;  et  l’on  se  servira  des  notations  ordinaires 
pour  indiquer  cette  somme , cette  différence  ,•  ou  ce 
produit.  Par  exemple,  si  l’on  donne  seulement  deux 
expressions  imaginaires 

a,  ■+■  £ i/—i  , y S'  /-î:,  - *-i  " q 

• *r  ■ « r'*  v 

on  trouvera 


5 

( 5:)  )— (y^ )—<l — y-^(C — 


(6}  (cL-h£}/—  i ) x (y-t-  fiÿ'—  i )— sty — 

Il  est  bon  de  remarquer  que  le  produit  de  deux  ou 
plusieurs  expressions  imaginaires , comme  celui  de 
deux  ou  plusieurs  binômes  réels,  restera  le  même, 
dans  quelque  ordre  qu’on  multiplie  ses  .différent 
facteurs.,  v . : r 

Diviser  une  première  expression  imaginaire  par 
une  seconde , c’est  trouver  une  troisième  expression 
imaginaire  qui,  multipliée  par  la  seconde,  reproduise 
la  première.  Le  résultat  de  cette  opération  eèt 
quotient  des  deux*  expressions,  données.  On  se  ser | 
TOM.  l.  M 
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perr'fifldiquer  du  signe  ordinaire  de  la  division. 
AîusjK  par  exemple  , ..  .*?• 


i . ■ n ' . r'  —.T’] 

♦ V.WU.nn  :■  i 


CL  + C>  — i 

y -h  <T  ■/— i 


représente  le  quotient  des  deux  expressions  imagi- 
Rbirfes  - i 


Éiever  une  expression  imaginaire  à la  puissance 
du  degré  m ( m désignant  un  nombre  entier),  c’est 
forrtiér  le  produit  de  m facteurs  égaux  à cette  ex- 
pression: On  indique  la  puissance  m.*'*  de  a.-hCy'—T 
par  la  notation 

( cl  ■+■  C ÿ'—i  )*. 

j , . • 

Extraire  la.  racine  n.mi  de  l’expression  imaginaire 
ou , en  d’autres  termes , élever  cette 

expression  à la  puissance  du  degré  (n  désignant 

un  nombre  entier  quelconque  ) , c’est  former  une 
nouvelle  expression  imaginaire  dont  la  puissance  n 
reproduise  et  -4-  G ■/- > . Ce  problème  admettant  plu- 
sieurs solutions  [voyez  le  §•  4],  il  en  résulte  que  1 'ex- 
pression imaginaire  <*.-*-£  j/— 7 a plusieurs  racines 
du  degré  n.  Lorsque  nous  voudrons  désigner  indis- 
tinctement l’une  quelconque  d’entre  elles , nous  em- 
ploierons la  notation 


ou  la  suivante 
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Dans  le  cas  particulier  où  £ aevanouifc, 

se  réduit  à une  quantité  réelle  et. , et  parmi.  les 

, , „ 1 - -v  -!  * i . v 

valeurs  de  I expression  » ’ 

* . , . t !:  ’ *•-:  n.J  : I 

r«-=*w¥ 


J l 


il  peut  s’en  trouver  une  ou  deux  de  réelles , comme 
on  le  verra  ci-après. 

Outre  les  puissances  entières  et  les  racines  cor- 
respondantes des  expressions  imaginaires , on  a sou- 
vent à considérer  ce  qu’on  appelle  leurs  puissances 
fractionnaires  ou  riégaiivês.  On  dort  faire  à ce  sujet 
les  remarques  suivantes.  . <• 

Pour  élever  l’expression  imaginaire  ct-H-Cj/—  • à la 
puissance  fractionnaire  du  degré—,  il  faut,  ensup- 

&.■:  i..  ...  . . ... , . t v.-i  - * y...*  ni  !•:.  s.  ■ n.» 

posant  la  fraction  — réduite  à sa  plus  simple  expres- 
sion , i .”  extraire  la  ratine  n.mr  de  J’expression  don- 
née , 2.°  élever  cette  racine  à la  puissance  entière 
du  degré  m.  Le  problème  pouvant  être  résolu  de 
plusieurs  manières  [voyez  ci-après  lé  §.'4]>  nous  dé- 
signerons indistinctement  Fune  quelconque  des^uts- 

spnees  du  degré  — par  la  notation 


(( * -**  £ /-’  ¥■:  - 


L'&.i 

V/  i 


Dans  le  cas  particulier  où  £ se  réduit  à ÿéro , une 
qp  dewx  de  ces  puissances  peuvent  devenir  réelles, 
is Sfew Fex|*ressiewi à la  puis- 
sance négative  du  degré  — m,  ou  — , ou — c’est» 

M * 
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diviser  f unité  par  la  puissance  du  degré  m,  ou  — , 

ou  ,*  de  la  meme  expression.  Le  problème  ad- 
mettant une  solution  seulement,  dans  le  premier 
cas,  et  plusieurs  solutions  dans  chacun  des  deux 
autres,  on  indique  la  puissance  du  degré  — m par 
la  notation  simple  _ * 

) " , 

tandis  que  les  deux  notations 
,,  « ((*  -h  £/-'))  ", 

},  i ' j b i . • 

représentent,  la  première,  une  quelconque  des  puis- 
sances  du  degré , et  la  seconde,  une  quelconque 

i > n 

des  puissances  du  degré  — 

On  dit  que  deux  expressions  imaginaires  sont 
conjuguées  l’une  à l’autre,  lorsque  ces  deux  exprès* 
sions  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  le  signe  .du 
coefficient  de  j/— T.  La  somme  de  deux  semblables 
expressions  est  toujours  réelle , ainsi  que  leur  pro- 
duit. En  effet,  les  deux  expressions  imaginaires 
conjuguées  * 

donnent  pour  somme  a a. , et  pour  produit 
La  dernière  partie  de  cette  observation  conduit  à* 
un  théorème  relatif  aux  nombres,  et  dont  voici 
l’énoncé. 
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, 1 THÉORÈME . Si  l’on  multiplie  l’un  paï  iï-autre 
deux  nombres  entiers  dont  chacun  soit  la -somme 
de  deux  carrés,  le  produit  sera  encore  une  somme 
de  deux  carrés. 

Démonstration.  Soient  * 

• * . . • * f M • •• 


les  deux  nombres  entiers  dont  il  s’agit , et*,  £*,  <t'\ 
C'*  désignant  des  carrés  parfaits.  On  aura  évidem- 
ment les  deux  équations 

('  ; -j  ■ • ' 

( -j/ — i ) (st'-j-C*  — i ) = a &•' — - € G'  "+*  (Æ  £'+&'£  — i . 

( CL-S  y/ZZ[  ) (<t'—  Ç‘ ')/—,)  = «.*'—££'_  (a.  ^ '-4-ct'f  ) /n  ; 

} •.  V.  3* 

et,  en  multipliant  celles-ci  membre  à membre,  on 
obtiendra  la  suivante 


(7)  (ct,vC‘)  = (<toc'-£S,)V(ct  CwC)*. 


Si  l’on  échange  entre  elles  dans  cette  dernière  les 
lettres  et'  et  C' , on  trouvera 

. > • • V 

(8) 

Il  y a donc  en  général  deux  manières  de  décom- 
poser en  deux  carrés  le  produit  de  deux  nombres 
entiers  dont  chacun  est  la  somme  de  deux  carrés. 
Ainsi , par  exemple,  on  tire  des  équations  (j)  et  (8) 

(a’-i-  i)  (3‘-+-  21)  = 4*  -+•  7*  = i‘-+-  8\ 

On  voit  par  ces  considérations  que  l’emploi  des  ex- 
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pressions  imaginaires  peut  être  d’une  grande  Utilité» 
non-seulement  dans  l'algèbre  ordinaire,  mais  encore 
dans  la  théorie  des  nombres. 

Quelquefois  on  représente  une  expression  ima- 
ginaire par  une  seule  lettre.  C’est  un  artifice  qui 
augmente  les  ressources  de  l’analyse , et  dont  nous 
ferons  usage  dans  ce  qui  va  suivre. 


J.  2.*  Sur  les  Modules  des  Expressions  imaginaires , 
et  sur  les  Expressions  réduites. 

Une  propriété  remarquable  de  toute  expression 
imaginaire  et  ■+■  C ;/— T*  c’est  de  pouvoir  se  mettre 
sous  la  forme 

j>  (cos.  0 -+-  }/—>  sin.  0)  , 

f désignant  une  quantité  positive , et  0 un  arc  réel. 
En  effet,  si  l’on  pose  Féquation  symbolique 

(i)  ct-+-£  1 =f  (cos.  0 -H  ]/— 1 sin.  0)  , 

ou , ce  qui  revient  au  même , les  deux  équations 
réelles 

• w 

on  en  tirera 

<t*  -+-  = ^*  (cos.*  0 sin.*  0^  f* , 

(3)  i / ^ /(*•-+-£*)} 
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et,  après  avoir  ainsi  déterminé  la  valeur  du  nombre 
f , il  ne  restera , pour  vérifier  complètement  les 
équations  (2),  qua  trouver  un  arc  9 dont  le  cosiuus 
et  le  sinus  soient  respectivement 


(4) 


cos, 


0 = 


sm 


.9  = 


✓(  «*  -+•  f'  ) ’ 

s 


✓c*‘ 


) 


Ce  dernier  problème  est  toujours  soluble,  attendu 
que  chacune  des  quantités  — ^T»7 , 
a une  valeur  numérique  inférieure  à l’unité , et  que 
la  somme  de  leurs  carrés  est  égale  à t.  De  plus^ 
il  admet  une  infinité  de  solutions  différentes , puis- 
qu’après  avoir  calculé  une  valeur  convenable  de 
l’arc  0 on  pourra,  sans  changer  ni  le  sinus  ni  le 
cosinus,  augmenter  ou  diminuer  cet  aie  d’un  nombre 
quelconque  de  circonférences. 

Lorsque  l’expression  imaginaire  ce-*-by^-^î  se 
trouve  ramenée  à la  forme 

p (cos.0  -i-  y''—  1 sin.  0)  , 

' t » 

la  quantité  positive  f est  ce  qu’on  appelle  le  module 
de  cette  expression  imaginaire  ; et  ce  qui  reste 
après  la  suppression  du  module , c’est-à-dire  , le 
facteur 

cos.  0-h/t:  sin.  ô , 

est  ce  que  nous  nommerons  T expression  réduite. 
Comme  des  quantités  a et  C supposées  connues 
on  ne  déduit  pour  le  module  f qu’une  valeur  unique 
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déterminée  par  1 équation  (3),  ii  en  résulte  que  Je 
module  reste  le  même  pour  deux  expressions  ima- 
ginaires égales.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème 
suivant. 


i.*r  Théorème.  L’égalité  de  deux  expressions 
imaginaires  entraîne  toujours  l’égalité  des  modules, 
et  par  conséquent  celle  des  expressions  réduites. 

Si  l’on  compare  entre  elles  deux  expressions  ima- 
ginaires conjuguées,  oh  trouvera  encore  que  leurs 
modules  sont  égaux.  Le  carré  du  module  commun 
à ces  deux  expressions  ne  sera  autre  chose  que  leur 
produit. 

; Lorsque  dans  l’expression  imaginaire  ct-4-£j/^ 
le  second  terme  £ s’évanouit,  cette  expression  se 
réduit  à une  quantité  réelle  et.  Dans  la  même  hy- 
pothèse, on  tire  des  équations  (3)  et  (4),  i.°,  quand 
et  est  positif, 

/ = /(*■)»  . 
cos.  0=1,  sin.  0 = 0, 

-s  I 

et  par  suite 

0 =*±  ikyr  , * 


k désignant  un  nombre  entier  quelconque  ; 2.*, 
quand  et  est  négatif , 

■ •/ = /(*•).  ' 
cos.  0 = — I , sin.  0 = 0 

« 

et  par  suite  . r 

i 
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• 0 =x  rb  (2  ^ H-  i)^.  i " '•  “ 

Ainsi  le  module  d’une  quantité  réelle  et,  n’est  autre 
chose  que  sa  valeur  numérique  j/(ot/)  ; et  l’expres- 
sion réduite  qui  correspond  à une  semblable  quan- 
tité est  toujours  -+-  1 ou  — 1 , savoir , ‘ 

-+-  ï = cos.  (rfc  2 X*  7r) -H  j/—  1 sin.  (dfc  2 Æ*7r)  , 

lorsqu’il  s’agit  d’une  quantité  positive , et 

— 1 = cos.  (±  zk~\r- 1 .7r)  *+■]/—«  sin.  (dr  2 /:-+-!  .7r), 

lorsqu’il  s’agit  d’une  quantité  négative. 

. Toute  expression  imaginaire,  qui  a zéro  pour  mo- 
dule se  réduit  elle-même  à zéro , puisque  ses  deux 
termes  s’évanouissent.  Réciproquement,  comme  le 
cosinus  ët  le  sinus  d’un  arc  ne  deviennent  jamais 
nuis  en  même  temps,  il  en  résulte  qu’une  expression 
imaginaire  ne  peut  se  réduire  à zéro , qu’autant  que 
son  module  s’évanouit. 

Toute  expression  imaginaire  qui  a l’unité  pour 
module  est  nécessairement  une  expression  réduite. 
Ainsi,  par  exemple, 

, cos.  1 sin.  a,  cos  .a — j/—  isin.O, 

— cos.  a — y'— 1 sin.  a,  — cos.  a-*-  j/—  1 sin.  a , * 

• ..  ( , 

sont  quatre  expressions  réduites  conjuguées  deux  à 
deux.  Effectivement,  pour  tirer  ces  quatre  expres- 
sions de  la  formule 

.cos.  0 -+-  j/—  1 sin.  ô , î 1 ‘4 
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il  suffira  de  poser  successivement 

= ûz2  kir -k- a , 0 = ±2^7r  — a , 

ô = dr (2 Ica- 1 ) 7r -t- « , 0=±(2^-t-i)7r — a, 

k désignant  un  nombre  entier  quelconque. 

Les  calculs  relatifs  aux  expressions  imaginaires 
pouvant  être  simplifiés  par  la  considération  des 
expressions  réduites,  il  importe  de  faire  connaître 
les  principales  propriétés  de  ces  dernières.  Ces  pro- 
priétés sont  comprises  dans  les  théorèmes  que  je 
vais  énoncer. 

2 / Théorème.  Pour  multiplier  l’une  par  l’autre 
deux  expressions  réduites 

cos.  0 -+-  Y~ ' s‘n-  ô 1 cos.  0’  -+■  sia-  , 

m 

il  suffît  d’ajouter  les  arcs  S et  B'  qui  leur  corres- 
pondent. 

Démonstration.  On  a,  en  effet, 

(cos.  0 •+•  j/— 1 sin.  0)  (cos.  0'  -+•  j/— 1 sin  0') 

= cos.  (0  -+-  9’  ) -H  j/~ 1 sin.  (-0  -H  0‘  ). 

Corollaire.  Si  dans  la  formule  précédente 
on  fait  ô'  = — 0 , on  trouvera , comme  on  devait  s’y 
attendre  , 

* • •. 

(6)  ( cos.  0 -t-  1 sin.  0)  (cos.  0 — j/— » sin.  0)  = t. 

3.*  Théorème.  Pour  multiplier  les  unes  parles 
autres  plusieurs  expressions  réduites 
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; cos.  fl  4-  ]/—  i sin.  ô , cos. ’ô"  4-  1 sin.  9'  , 

cos.  ()"  -4-  y'—  i sin.  ô*  , &C. ...  , 

il  suffit  d’ajouter  les  arcs  9,  9',  8",  ...  qui  leur 
correspondent. 

Démonstration.  En  effet,  on  aura  successi- 
vement 

(cos.  9 4-  j/—  i sin.  9)  (cos.  9'  -I-  y/—i  sin.  9'  ) 

= cos.  (9  4-  9’)  4-  -/—I  sin.  (6  -+-  9'), 

(cos.fl-t-^/ — isin.9)  (cos. 9'-+-]/—  isin.9')(cos.9  '-+■  ■j/i—  isin.G  ) 

= [cos. (9-4-9')-+- |/—i  sin. (94-9')]  [cos.9''-»-|/— i sin. 9 "] 

= cos.  ( 9 -4-  9'  -4-  9")  -4-  -j/—  i sin.  (9  4-  9'  4-  9 ")  , . 

&c....;  et,  en  continuant  de  même,  on  trouvera 
généralement,  quel  que  soit  le  nombre  des  arcs,  9, 

6',  9" 


(7) 


j (co*.}4-y/ — 1 sin.J)  (c(V-9'#-^/—  1 sin. fl')  (cos.jj+y/— , sin.  fl')... 
| = cos.  (8  4-ô'-+- 6 "...)-+- y/^I  »in.  (fl  -4-  ô'-  • •)• 


Corollaire.  Si  l’on  développe  par  la  multi- 
plication immédiate  le  premier  membre  de  1 équa- 
tion (7),  le  développement  se  composera  de  deux 
parties,  l’une  toute  réelle,  l’autre  ayant  pour  facteur 
1.  Cela  posé,  la  partie  réelle  fournira  la 
valeur  de  cos. ( 9-4-9'-+-9" ... ) , et  le  coefficient  de 
dans  la  seconde  partie  la  valeur  de  sin.  (9  4-9' 4-9''...). 
Supposons,  par  exemple,  que  l’on  considère  seule- 
ment trois  areis  9,9',  9".  L’équation  (y)  deviendra 
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(co».|-t-/r7ih».8)  (co»'.8'-+-1/rr»in.e')  (c-os.r-4-/— im.J") 
= ««»•  C « -*- 9' -4- f ) H- /n  »în- ( 8 8' 8“  ) ; 

et,  après  avoir  développé  le  premier  membre  de 
cette  dernière  par  la  multiplication  algébrique , on 
en  conclura 

eos.  ( 8 8*  *+*  8"  ) = cos.  8 cos.  8’  cos.  8”  — cos.  8 sin.  8'  sin.  8” 

— - si».  8 cos.  8’  sin.  8“  — sin.  8 sin.  6"  cos.  6"  i 
sin.  ( 8 -+■  8’  •+■  8 ) — sin.  8 cos.  6'  eos.  8"  -+-  cos.  8 sin.  8’  cos.  J* 

-4-  cos.  8 cos.  8'  sin.  8"  — sin.  8 sin.  8'  sin.  6". 

, 4.*  Théorème.  Pour  diviser  l’ expression  ré- 
duite ~ • ... . 

cos.  0 -4-  y—  i sin  9 

par  la  suivante 

cos.  9'  -+-  j/— i sin.  9'  , 

il  suffit  de  retrancher  l’arc  8',  qui  correspond  a la 
seconde , de  l’arc  0 correspondant  à la  première. 

Démonstration.  Soif  si  le  quotient  cherché, 
en  sorte  qu’on  ait  . \ 

x cos.  8 -4-  y/~  sin.  8 

cos.  8'  -4- 1/^7  sin."?”  ’ 

Ce  quotient  devra  être  une  nouvelle  expression 
imaginaire  tellement  choisie,  qu’en  la  multipliant 
par  cos. 9'— t- j/—  i sin.  9'  on  reproduise  cos. 0-+- >/—i  sin.0. 
En  d’autres  termes , x devra  satisfaire  à l’équation 

( cos.  9*  -+-  y*—  i sir»  9'  ) X — eos.  0 -4-  j/— i sin.  9. 

Pour  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  x , il  sut 
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(ira  de  multiplier  les  deux  membres  par 

. i 

co».  6'  — » *in.  fl'.  ■■■•». 

On  réduira  de  cette  manière  le  coefficient  de  x à 
l’unité  [voyez  le  a.*  théorème , corollaire  i ] , et  loi} 
trouvera  - . , ...k,  ' * .. 


X = (cos.  0-k-y^Tsin.6)  (cos.  6' — i/^sin.G')  t - T 
ss  (cos.6-f-/-i  sin.  »)[  CO  s.( — tsin.( — 8')]  ’ 

= cos.  (8  — 8')  •+■  /-•  sin.(8  — 6').  > i | 


On  aura  donc  en  définitive 

% Z. 

» - -A  • * * \ ** 

Corollaire.  Si  dans  l’équation  (8)  on  fait 

6 = o,  elle  donnera  . , ,, 

. * * - •>  ; 

( . ; ' .AJ-. -J-  =fi  co».  8'  — i/— » sin.  8'. 

, *¥/X»  - .««UH /—  »-«“M  r ^ 

- : • 1 , . Z'} 

5.e  THÉORÈME.  Pour  élever  P expression  imagi* 
noire 


.‘  y.  : v . co».  8 •+*  >A-i  sin.  8 


à /æ  puissance. du  degré  m (m  désignant  un  nombfé 
entier  quelconque ) , il  suffit  de  multiplier  dans  cette 
expression  taré  0 par  le  nombre  m. 

Démos  st  ratio  S'.  En  effet,  les  arcs  9,  6',  8"... 
pouvant  être  quelconques  dans  la  formule  (7),  si 
on  les  suppose  tous  égaux  à l’arc  9 et  en  nombre  mt 
on  trouvera  . 

•»»  - r 1 • 1 

v * ' • ' ' s*  ».  

(10)  ^oos.8-t-y'k^sin.8)"'s:co».m8-H|/— < 


» 
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Corollaire.  Si  dans  l’équation  (io)  on  fait 
successivement  Ô=s^>  ô ic — on  obtiendra  les 
deux  suivantes  : 


(■■«)(  !' 


"»  r 


( eo*  s -4-  y/ZZl  sin.  z )m  as  eoe.  ntz  *+■  y/>—i  «in.  mz  , 

I ( cos*  z — y/IT7  sin.  z )"  = cos.  mz — j/ltT*in.  mx.  -■* 

\ t > % 

Le  premier  membre  de  chacune  de  tes  dernières, 
étant  toujours  un  produit  de  m facteurs  égaux , 
pourra  être  développé  par  la  multiplication  immé- 
diate de  ces  facteurs,  ou  , ce  qui  revient  au  même, 
par  la  formule  de  Newton.  Si,  après  avojr-çfTeptué  lu 
déveîoppement  dont  il  s’agit , on  égale  de  part  et 
d’autre  dans  chaque  équation , I .°  les  parties  réelles, 

z.°  les  coefliciens  de  V— i,  on  en  conclura 

- i a 1 : • ri  k >.  <*-«.!>  K • ')  v*î.  a:,  j 

' m m (m — i \ . , 

cos.  mz=cos.  z -eos.“  z sita.  z 

I . z \ 

+ <—»  . 
(.12)/  ' 4 

’ ' i I sïA.'th'z  — c6s.i*u,'z  sirt.2  " 

v.a»ît 

m (m  — i )(m  — i)  . , 0 

— ^ ~cos^_\z  sm.Z  -H  &C... 

1 ' Z * i’ 

On  trouvera , par  exempte,  en  supposant  ?»'^^,- 

' ' ' ' • ’ " ; Vv-‘'.*s> 

— .1 


cos.  2 Z — cos.  Z — sin.  Z . 

ê \ u j 


'«in.  2 Z +=  2 sin ,Z  «os.  2 ; f 

••  v .T. J.’.  :•  r . - . i v i .s ). 

♦O  supposant. m =4* 3.,  ^ 

r A i,  v 

. <joi.  coy.^  — ^ C0s.2  «fn.*^#  ‘ 

. , ■ ;H-  li  ' ' 

sin.^2  = ^cos.  Z sin.  Z — sin.  z, 

jw#  i 3 ••..W8CÎT. C.BÎS  «•— \^-hÜ.N«7ijÿ  (OjJ 
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6.e  Théorème.  Pour  élever  l’expression  ima- 
ginaire 

. cos.  9 t/—  i sin.  9 

* • w 

a la  puissance  du  degré  — m f m désignant  un 
nombre  entier  quelconque  ) , il  suffit  de  multiplier 
dans  cette  expression  F arc  9 par  le  degré  — m. 

DÉMONSTRATION.  En  effet,  d’aprcs  fa  défini- 
tion que  nous  avons  donnée  des  puissances  néga- 
tives [voyez  le  §.  î ] , on  aura 


(cos.  9 -+-  j/— i sin.  0)~"  — 


>!> . y '*»  * • 

^ eus.  i-r  y'  — i *in.  &}n 


cés.  mQ  -H-  *în. 

• t 

Par  suite,  en  ayant  égard  à la  formule  (9),  on  trou- 
vera 

■ t . . • > ' 1 I) 

(13)  (cos.9-t-p/’— 1 sin. 9)“’”=  cos.wô — j/— 1 sin.m9, 

©u,  ce  qui  revient  au  même  , 

(l4)  (cos.9-Hj/—  i sin. 9)“"  = cos. [— #i9)-l-j/—  1 sin.(— Jn9). 


-Après  avoir  établi , comme  nous  venons  de  le1 
faire , les  principales  propriétés  des  expressions  ré*, 
duites,  if  devient  facile  de  multiplier  ou  de  diviser 
l’une  par  Fautre  deux  ou  plusieurs  expressions  ima- 
ginaires, qùets  que  soient  leurs  modules,  aussi  bien 
que  d’éfèVer  une  expression  imaginaire  quelconque 
à la  puissance  du  degré  m ou  — m ( m désignant 
un  nombre  entier).  On  peut,  ën  effet,  exécuter' 
simplement  ces  diverses  opérations  à l’aide  des  théo- 
rèmes suivant.  ■-  *• 
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■ 7.*  Théorème.  Pour  obtenir  le  produit  de  deux 
ou  de  plusieurs  expressions  imaginaires , il  suffis 
de  multiplier  le  produit  des  expressions  réduites 
qui  leur  correspondent  par  le  produit  des  modules. 

. Démonstration.  Le  théorème  énoncé  se  dé- 
duit immédiatement  de  ce  principe,  que  le  produit 
de  plusieurs  facteurs  réels  ou  imaginaires  reste  le 
même  dans  quelque  ordre  qu’on  les  multiplie.  Soient 
effectivement  * • 

j.  . i ...  ■ ■ ■ .1 

j>  ( co*.  9 -+-  /— t *in.  9 ) , jl  ( eos.  9'  -+-  yCT  sin.  9'  ) , 

J>"  ( co».  9"  -+-  y'iTT  *in.  9"  ) , &c..'. . . 


plusieurs  expressions  imaginaires,  dont  j»,  f,  f" .... 
désignent  les  modules.  Lorsqu’on  voudra  multiplier* 
entre  elles  ces  expressions  doftt  chacune  est  le  pro-. 
duit  d’un  module  par  une  expression  réduite  , on 
pourra,  en  vertu  du  principe  qu’on  vient  de  rappe- 
ler, former,  d’une  part,  le  produit  de  tous  les  mo-j 
dules , de  l’autre , celui  de  toutes  les  expressions  ré- 
duites, puis  multiplier  ces  deux  derniers  produits^ 
Fun  par  l’autre.  On  trouvera  de  cette  manière  pour 
B&ultat  définitif  ; * 


Corollaire  i/r  Le  produit  de  plusieurs  exprès- 
sions  imaginaires  est  une  nouvelle  expression  ima- 
ginaire qui  a pour  module  le  produit  des  modules 
de  toutes  les  autres. 

i - ...  i * s . , » . - 

Corollaire  2 / Comme  une  expression  imagi- 
naire ne  s’évanouit  jamais  qu’avec  sop  module  ;t  et; 
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que  pour  faire  évanouir  le  produit  de  plusieurs  mo- 
dules, il  faut  nécessairement  supposer  Fun  d’eux 
réduit  à zéro  , il  est  clair  qu’on  peut  tirer  du  théo- 
rème 7.®  la  conclusion  suivante  : 

Le  produit  de  deux  ou  de  plusieurs  expressions 
imaginaires  ne  peut  s’évanouir  qu’ autant  que  tune 
d'elles  se  réduit  a zéro. 

8.®  THÉORÈME.  Pour  obtenir  le  quotient  de  deux 
expressions  imaginaires , il  suffit  de  multiplier  le 
quotient  des  expressions  réduites  qui  leur  corres- 
pondent par  le  quotient  des  modules. 

Démonstration.  Supposons  qu’il  s’agisse  de 
diviser  l’expression  imaginaire 

f ( cos.  ô -+-  v^Tsin.S)  , 
dont  le  module  est  j> , par  la  suivante 
f'  (cos.  0’  -+-  ~ sin-ê’  ) , 

dont  le  module  est  f'.  Si  l’on  désigne  par  x le 
quotient  demandé , x devra  être  une  nouvelle  ex- 
pression imaginaire  propre  à vérifier  l’équation 

^'(cos.  0H-|/~ isin.ô')^  = ^>(cos.0-t- j/— isin.0), 

Pour  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  x,  on  mul- 
tipliera les  deux  membres  par  le  produit  des  deux  • 
facteurs  » 

» 

■A-  , cos.  0'  — y'—  1 sin.  0'  , 

et  l’on  trouvera  de  cette  manière , en  écrivant 

r- 

TOM.  I . N 
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au  lieu  de  f x 

X = ~~r  [ cos.  (6  — 6'  ) -f-  sin.(0  — 6')}. 

On,  aura  donc  en  dernière  analyse , 

<«o  s i [co,.(8-8')-t-/=T«in.(8-n = 

v j>  (cos.  g -i->/ — 1 8in- 6 ) R 


et,  puisqu’on  vertu  du  4-'  théorème 

cos.  (ô  — 6’) -4-  y~  y sin.  (8  — 6') 

est  précisément  le  quotient  des  deux  expressions 
réduites 

cos.  0 -4-  y — < sin.  0 , cos.  6 ’ -t-  y—  > sin.  6*  » 

il  est  clair  qu’après  avoir  établi  la  formule  ( 1 6 ) 
nous  devons  considérer  le  8.e  théorème  comme 
démontré. 

Corollaire.  Si  dans  l’équation  (i 6)  on  fait 
ô = o,  elle  donnera 


(‘7) 


j 

J>'  (co*.  8'  *4- — I »in.  H‘) 


= A-(cos.0' — y—î  sin. 8'). 


ç>.e  THÉORÈME.  Pour  obtenir  la  m."'  puissance 
d’une  expression  imaginaire  ( m désignant  un 
nombre  entier  quelconque  J,  il  suffit  de  multiplier 
la  i n.m‘  puissance  de  l’ expression  réduite  corres- 
pondante par  la  m.mc  puissance  du  module. 

Démonstration.  En  effet,  si  dans  le  7.'  théo- 
rème on  suppose  les  expressions  imaginaires 
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ÿ (cos. 9 -+-  /-  i sin.  0)  , f (oos.  6'  ■¥■  /^T«in.0')  , 
f"  (cos.  sin, 0®) , &C 

toutes  égales  entre  elles , et  en  nombre  m , leur 
produit  sera  équivalent  à la  puissance  m.mt  de  fa 
première,  c’est-à-dire,  à 

[/(  cos.  0 -+-  y'—  i sin.  0)  J*  f 

et,  comme  daus  cette  hypothèse  l’expression  (15) 
deviendra 

JS*  [cos.  7W0  -+- y^Tsin.Wï0J, 
on  aura  définitivement 

(il  8)  [^(cos.G-t-j/— 1 sin.0)]'"==^*[cos.m0-Hy'^7sin.m0]. 
L’expression  réduite 

cos.  m 0 -H  i sin.  m 0 

étant  égale  (en  vertu  du  ye  théorème)  à 

A * \ 

(cos.  0 -+-  ÿ—  1 sin.  0)*% 

il  en  résulte  qu’après  avoir  établi  la  formule  ( 1 8)  on 
doit  considérer  le  théorème  9/  comme  démon trq. 

10.*  Théorème.  Pour  élever  une  expression 
imaginaire  à la  puissance  du  degré  —m  (m  dési- 
gnant un  nombre  entier ) , il  suffit  de  former  les 
puissances  semblables  du  module  et  de  F expression 
réduite , puis  de  multiplier  ces  deux  dernières 
puissances  l'une  par  ï autre. 

Démonstration.  Supposons  qu’il  s’agisse 

N * 
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d elever  à la  puissance  du  degré  — m l’expression 

imaginaire 

• . # 

f ( cos.  6 -+-  sin.  6)  , 

dont  le  module  est  f.  On  aura,  en  vertu  de  la  dé- 
finition des  puissances  négatives, 

[/  (cos.0  -I-  sin.  6)]""  = 1 [ .iM)?'  • 

I 

J>m  (coi.  mfj -i- ÿ ~i  »io.  mf)) 

O 

Par  suite,  en  ayant  égard  à la  formule  (17)  , on 
trouvera 

[y>(cos.0-t-/^«n.6)]'w=^[cos.m0— p^sin.mÔ]  , 

ou , ce  qui  revient  au  même  , 

(»9)  sin.0)]-m=/-"[eos.m0-v^ sin.W0]. 

Cette  dernière  formule  réunie  à l’équation  ( 13)  four- 
nit la  démonstration  complète  du  1 o.e  théorème. 

% • 

J.  3.*  Sur  les  Racines  réelles  ou  imaginaires  des  deux 
*;  quantités  -4-  1 , — 1 , et  sur  leurs  Puissance p frac- 
tionnaires. • 

Supposons  que  Ton  désigne  par  m et  n deux 
nombres  entiers  premiers  entre  eux.  Si  l’on  fait 
usage  des  notations  adoptées  dans  le  premier  para- 
- graphe,  les  racines  n.m f dé  l’unité,  ou,  ce  qui  revient 


Digitized  by  Google 


1“  PARTIE.  CHAP.  VII.  197 

tu  même , ses  puissances  du  degré  — ■ seront  les 
diverses  valeurs  de  l’expression 

. = ((  » ))  ’ ; 

et  de  même,  les  puissances  fractionnaires  de  l’unité, 

positives  ou  négatives , du  degré  ou  — ^-pteront 

les  diverses  valeurs  de 

«or  »»  «or. 

On  en  conclura  que , pour  déterminer  ces  racines 
et  ces  puissances , il  suffit  de  résoudre , l’un  après 
l’autre,  les  trois  problèmes  suivans. 

l.er  Problème.  Trouver  les  diverses  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  1 expression 

((O)’* 

Solution.  Soit  x l’une  de  ces  valeurs  ; et,  afin 
de  la  présenter  sous  la  forme  générale  qui  com- 
prend à-la-fois  toutes  les  quantités  réelles  et  toutes 
les  expressions  imaginaires , supposons 

x — r ( cos.  t •+•  j/— T sin.  t ) , 

r désignant  une  quantité  positive , et  t un  arc  réel. 
On  aura , d’après  la  définition  même  de  l’expres- 

sion  ((i))\ 

<0  ^=1, 

ou , ce  qui  revient  au  même , 

r*  [cos.  n t -+-  j/pT  »in.  n t ] = i . 
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On  tirera  de  cette  dernière  équation  [ à l’aide  dix 
théorème  i.",  §.  2] 

n 

r = * , 

cos.  nt  •+•  ÿ—  « sin.  nt  — l \ 

et  par  suite , 

* r= 

cos.  nt=i,  sin.  nt  — o , nt  — db.  ik'K , 


k représentant  un  nombre  entier  quelconque.  Les 
quantités  r et  t étant  ainsi  déterminées , les  diverses 
valeurs  de  x propres  à vérifier  i équation  (1)  seront 
évidemment  comprises  dans  la  formule 

(\  2 h 7T  , / . 2 k X 

2 j X — co».  — “ — y — 1 sin.  — - — . 

I 

En  d’autres  termes,  les  diverses  valeurs  de  ([t))" 
seront  données  par  l’équation 


(3) 


» i T 


± ■/- 


> sin. 


1 À r 
n 


■ Soit  maintenant  h le  nombre  entier  le  plus  rap- 
proché du  rapport  -- . La  différence  entre  les  deux 

k | < » 

nombres  h , — , sera  tout  au  plus  égale  à ~ ; en 

sorte  qu’on  aura 


k 

n 


= hdt 


y 


désignant  une  fraction  égale  ou  inférieure  à > 
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et  par  suite,  k‘  un  nombre  entier  inférieur  ou  tout 
au  plus  égal  à ~ . On  en  conclura 


— — 52  À TT  ± 

fl» 


li'l T 

n 


i 


il  Tl  , , . 1*T  il' T , , . i*'T 

co*. dry— i sin.  — cos. — d=  y— i sin.  — - — . 

n ' n n ' n 


Par  conséquent , toutes  les  valeurs  de  ([  i J)  " sei’ont 
comprises  dans  la  formule 

1 k'  T , y . 2 h’  T 

cos.  y — » sin.  • , 

n r n 1 

si  l’on  y suppose  k‘  renfermé  entre  les  limites  o, 
Y»  ou , ce  qui  revient  au  même , dans  la  formule 
(3),  si  Ton  y suppose  & renfermé  entre  les  mêmes 
limites. 

Corollaire  1”  Lorsque  n est  pair,  les  diverses 
valeurs  que  le  nombre  entier  k peut  recevoir,  sans 
sortir  des  limites  o,  sont  respectivement 


o,  1 , 2, 


Pour  chacune  de  ces  valeurs  de  k,  la  formule  ( 3 ) 
fournit  en  général  deux  valeurs  imaginaires  conju- 

guées  de  l’expression  ((*))”  » c'est-à-dire,  deux 
racines  imaginaires  de  l’unité  conjuguées  et  du  degré 
n.  Seulement,  on  trouve,  pour  k= o,  une  racine 
réelle  -+* 1 j et,  pour  k = , une  autre  racine  réelle 


i 


Digitized  by  Google 


200  COURS  d’analyse. 

— x.  En  résumé,  lorsque  n est  pair,  l'expression 

‘ ((*))*  ’ 

admet  deux  valeurs  réelles,  savoir, 

■+*  i , — i , 


avec  n — 2 valeurs  imaginaires  conjuguées  deux  à 
deux , savoir , 


f y 1T 

I COS 


. 1T  1T  , . 1» 

, oos. — y—t  fin.  - — -, 


L n j . >1 

hy—i  sin.  — 

n ' n 


4'T 


(4), 

&c 


. 4^  4'W  y . 

— isid.-^-,  cos.  — y— isin. 

&.C. ... 


4» 


4T 


(n— i)t  . fn — (n — i)ir  . (n— i)f 

[ cos. 1 tin. — ■ , cos. — — 1 sin.  — — , 


Le  nombre  total  de  ces  valeurs  réelles  ou  imagi- 
naires  est  égal  à n. 

Supposons,  par  exemple,  n = 2.  On  trouvera 
qu’il  existe  deux  valeurs  de  l’expression 

«O)1* 

ou,* ce  qui  revient  au  même,  deux  valeurs  de  x 
propres  à vérifier  l’équation 

= 1 , 

et  que  ces  valeurs,  toutes  deux  réelles,  sont  respec- 
tivement 
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Supposons  encore  n=4-  On  trouvera  qu’il  existe 
quatre  valeurs  de  l’expression 

w*. 

ou , ce  qui  revient  au  même , quatre  valeurs  de  x 
propres  à vérifier  l’équation 

x*  = i.' 

Parmi  ces  quatre  valeurs,  deux  sont  réelles,  savoir. 


-h  i , — i. 


Les  deux  autres  sont  imaginaires,  et  respectivement 
égales  la  première  à 


COS. 


X ✓“  . 7r 

H i sin.  — 

a r x 


la  seconde  à 


cos.  — sin.  — — — 1/ — t . 

Corollaire  2 * Lorsque  n est  impair , les  di- 
verses valeurs  que  le  nombre  entier  k peut  rece- 
voir , sans  sortir  des  limites  o , — , sont  respecti- 
vement 


Pour  chacune  de  ces  valeurs  de  h,  la  formule  (3) 
fournit  en  général  deux  valeurs  imaginaires  con- 

I 

juguées  de  f expression  ((1))’,  c’est-à-dire,  deux 
racines  imaginaires  de  l’unité  conjuguées  et  du 
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degré  ».  Seulement,  on  trouve,  pour  Æ = o , une 
racine  unique  et  réelle,  savoir,  i.  En  résumé, 
lorsque  n est  impair,  l’expression 

JO)’ 

admet , avec  la  se&ïe  valeur  réelle 
-+-  i , . 

n— i valeurs  imaginaires  conjuguées  deux»  deux, 
savoir , 


! «T 
cos. 

* 


■ÿ—  isin. 


cos. 


ITT 


i « m — . % ir 

y — ■ sin. , 

n ' n 


(5) 


cos. 


4 T / . \ 4 TT  1 — - . 

. hy—  isin. , cos. y—isio. 

n ' n ’ n ' 


4T 


4» 


4 » 


&C...4. 
(n  i )x 


&C. .,. 


. (a—')1*-  (n— i)T  . (n—  i)f 

i sut.  i — , cos.  ~ , *in. -, 


Le  nombre  total  de  ces  valeurs  réelles  ou  imagi- 
naires est'  égal  à n. 

Supposons  , par  exemple , n = 3 . On  trouvera 
qu’il  existe  trois  valeurs  de  l’expression 


((0) 


ou , ce  qui  revient  au  même , trois  valeurs  de  x 
propres  à vérifier  l’équation 


et  que  ces  valeurs , dont  une  est  réelle , sont  res- 
pectivement 
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•+•  I » 

ît  . . lt  |T  , . >T 

•os. 1-  y — i sin. , cos. y—i  sin. . 

3 r 3 i V 3 

# 

De  plus , le  côté  de  l’hexagone  étant , comme  on 
sait , égal  au  rayon , et  le  suppléaient  de  l’arc  sous- 

tendu  par  ce  côté  ayant  pour  mesure  — — , on 
obtiendra  facilement  les  équations 

' ’ -v  " ± 

IX * I .IX  J * 

cos.  — = — — , sin.  = -t — , 

3 1 3 1 

en  vertu  desquelles  les  valeurs  imaginaires  de  l’ex- 

£ . 

pression  ((  i )) 3 se  réduisent  à 


Corollaire  j.f  n désignant  un  nombre  entier 
quelconque , le  nombre  des  valeurs  soit  réelles , soit 

imaginaires,  de  l’expression  ((  i ))  " , ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  le  nombre  des  valeurs  .de  x,  propres 
à vérifier  l’équation  x"  — i , restera  toujours  égal 
à n. 

2.e  Problème.  Trouver  les  diverses  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  F expression 


Solution.  Les  nombres  meta  étant  supposés 
premiers  entre  eux,  on  aura,  d’après  la  définition 

m 

même  de  l’expression  ((  i ))  ” , . 
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((or={(('))T; 

puis , en  remettant  pour  ((  x ))  " sa  valeur  générale 
tirée  de  l’équation  (3),  on  trouvera 

((*))  " = [cos-  - Z"7  siD-  " * 

. / 
et  par  suite, 

(6)  ((,))  = = c«.^±/=7. h ..ÜiÜ. 

Pour  déduixe  de  cette  dernière  formule  toutes  les 

m 

valeurs  de  ((  1 ))  " , il  ne  rqste  qu’à  donner  successi- 
vement à k toutes  les  valeurs  entières  comprises 

entre  o et  — . Soient  k‘ , k"  deux  de  ces  valeurs 
supposées  inégales.  Je  dis  que  les  cosinus 

m.ik'  nr  m.  i A”  t 

COS.  . cos.  — 

> n ’ n 

seront  nécessairement  différens  l’un  de  fautre.  En 
effet , ces  cosinus  ne  pourraient  devenir  égaux  que 
dans  le  cas  où  les  arcs  qui  leur  correspondent  se- 
raient liés  entxe  eux  par  une  équation  de  la  forme 

* * • f . 

m.ik'Tr  m.*k"ir 

= zïz  2 /17T  dt  ■ , 

n n 

h désignant  un  nombre  entier.  Or  on  tire  de  cettç 
équation 

n 

Il  faudrait  donc , puisque  m est  premier  k n,  que 
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±zk'±k"  fût  divisible  par  n ; ce  qu’on  ne  saurait 
admettre,  attendu  que,  les  nombres  k' , k"  étant 
inégaux,  et  chacun  d’eux  ne  pouvant  surpasser  \n, 
leur  somme  ou  différence  est  nécessairement  infé- 
rieure à n.  Ainsi,  deux  valeurs  différentes  de  k com- 
prises entre  les  limites  o et  -~n  fournissent  deux 
valeurs  différentes  de 

m.xknr 

cos.  . 

n 

On  conclut  aisément  de  cette  remarque,  que  les 

m 

valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  l’expression  ((i))  * 
données  par  l’équation  (6)  sont  en  même  nombre 

J 

que  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  ([  i ))  * 
déterminées  par  1 équation  (3).  De  plus,  comme 
on  a évidemment 

[m  . 1 k t , . . m.iir  1* 

cos.  ± y — 1 sin. J 

= cos.  in . zk'TV  ± y~  1 sin.  7il.  ik'K  =s  I , 

4 m 

il  en  résulte  que  toute  valeur  de  ((1))  " est  une  ex- 
pression réelle  ou  imaginaire  dont  la  puissance  n 
équivaut  à l’unité,  par  conséquent,  une  valeur  de 

I 

^ 1 ))  " . .Ces  observations  conduisent  à la  formule 

(7)  ((0)’  = ((>))', 

dans  laquelle  le  signe  = indique  seulement  que 
l’une  des  valeurs  du  premier  membre  est  toujours 
égale  à l’une  des  valeurs  du  second. 
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3.*  PROBLÈME.  Trouver  les  diverses  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  i expression 

m 

«or- 

Solution . On  aura,  d’après  la  définition  des 
puissances  négatives , 

. «or 

TC 

puis,  en  remettant  pour  ((i))"  sa  valeur  générale 
tirée  de  l’équation  (6  ) , et  ayant  égard  à la  for- 
mule (p)  du  paragraphe  précédent, 

(8)  ((!))-■  T 

Il  suit  de  cette  dernière  équation  que  les  diverses 

m 

valeurs  de  ((  r ))  " sont  les  mêmes  que  celles  de 

TC  £ 

{(  i ))  " , et  par  conséquent  égales  à celles  de  ((  i " . 
On  a donc 

le  signe  = devant  être  interprété  comme  dans  Té- 
quation  (y). 

Corollaire.  Si  Ton  fait  m — i,  la  formule  (9) 
donnera 

(*°)  ' ■ 
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Supposons  maintenant  que  Ton  cherche  les  ra- 
cines et  puissances  fractionnaires  non  plus  de 
l’unité , mais  de  la  quantité  — i . Les  racines  n.m“ 
de  cette  quantité , ou , ce  qui  revient  au  même , ses 

puissances  du  degré  -L , seront  les  diverses  valeurs 
de  l’expression 

= i -«r; 

et  de  même,  les  puissances  fractionnaires  de  — i , 

positives  ou  négatives  , du  degré-  ou , 

seront  les  diverses  valeurs  de 

((-*))’  ou  i-'lT* • 

En  conséquence,  pour  déterminer  ces  racines  et  ces 
puissances , il  suffira  de  résoudre  l’un  après  l’autre 
les  trois  nouveaux  problèmes  que  je  vais  énoncer. 

4.*  PROBLÈME.  Trouver  les  diverses  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  F expression 

((—*»"• 

Solution.  Soit 

x = r ( co*.  t -4-  sin.  t ) 

l’une  de  ces  valeurs , r désignant  une  quantité  po- 
sitive, et  t un  arc  réel.  On  aura,  d’après  la  défi- 

nitiori  même  de  l’expression  (( — i))n, 

(n)  x”  = — i , 

. . . ' . . ‘ 

ou,  ce  qui  revient  au  meme, 

r"  [ cos.  nt  ■+■  i sin.  nt]  = — f « 
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On  tirera  de  cette  dernière  équation  [.&  Faide  du 
théorème  i.*’,  §.  2 ] 

' - - . r*  = i 

cos.  nt  -4-  |/—  i sin.  nt  — — 1 , 
et  par  suite  , " r 

r = 1 , 

co*. nt  — — 1,  sin.n/  = o,  nt—  ± (2 Æ-+- 1) 7T , 

* i_-  ( i *+  1 )» 

' ~ « * 

h représentant  un  nombre  entier  quelconque.  Les 
quantités  r et  t étant  ainsi  déterminées,  les  di- 
Terses  valeurs  de  x propres  à vérifier  l’équation  (1 1) 
se  trouveront  évidemment  comprises  dans  la  for- 
mule 


(12)  jr  = cos.  ±:  y-  1 S,n.  — . 

' 9 n w n 

r 

En  d’autres  termes , les  diverses  valeurs  de  (( — 1)) 
seront  données  par  l'équation 

(.3) 


Soit  maintenant  h le  nombre  entier  le  plus  rappro- 
ché du  rapport  . La  différence  entre  les 

deux  nombres  h , • 2 - sera  évidemment  une 

fraction  de  numérateur  impair , inférieure  ou  tout 
au  plus  égale  à ~ ; en  sorte  qu’on  aura 
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( 1 * h*  O h JL  ' ^ 2 1 ^ 


SO0 


2 k1  -h  i désignant  un  nombre  impair  égal  ou  infé- 
rieur  à n.  On  en  conclura 


i 


cos. nr  y — i sin. — 

n r n ■ . 

— ±/^7.in.  ' 

n T n 


: cos. 


I 

Par  conséquent  toutes  les  valeurs  de  ((— i))  " seront 
comprises  dans  la  formule 


cos. 


l)  T 


I / — . (î*  + i)t  • I!  » 

± y— i sin.  — - — , 


si  i’on  y suppose  2>F'-+- 1 renfermé  entre  Fes  limites 
o,  «;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  la  for- 
mule (13)  , si  l’on  y suppose  2/É-hi  renfermé  entre 
les  mêmes  limites. 

Corollaire  z.,r  Lorsque  n est  pair,  les  diverses 
valeurs  que  2/c-t-i  peut  recevoir,  sans  sortir  des 
limites  o,  n , sont  respectivement 

1 

f ^ î ÿ f • • é • Tl 

Pour  chacune  de  ces  valeurs  de  2 k -+- 1 , fa  for- 
mule (13)  fournit  toujours  deux  valeurs  imaginaires 

• ^ 

conjuguées  de  l’expression  ((—i))”'.  par  suite, 

cette  expression , dans  le  cas  que  nous  considérons 
tom.  l.  o 


Digitized  by  Google 


Ô16  cours  d’analyse. 

ici , n’aclmet  point  de  valeurs  réelles mais  seule- 
ment n valeurs  imaginaires  conjuguées  deux  à deux, 
Savoir  : ’ 


(■4), 


cos. 1-  l/—î  sin.  — , cos. t/—  « sin.  — , 

n " n n ' 4 n 

ï*  ✓ • V*  / — • >T  . 

- y — i sin.  — , cos. V~x  sin.  - — , 

n ' n 1 n ’ n ’ 


COS. 


&.C.  ...  .&C.... 

(n—  i)*  * . (n— 1 Vt  (h— ' . (n—  i)t 

cû*. hy-Tain.— , cos. âin.- 


Supposons,  par  exemple,  n =3 3.  O»  trouvera 

_i_ 

qu’il  existe  deux  valeurs  de  l’expression  (( — i))*, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  deux  valeurs  de  x 
propres  à vérifier  l’équation 


x — — 1 


» ! t 

et  que  ces  valeurs  * toutes  deux  imaginaires , sont 
respectivement 


cos.  -+-  ÿ^T'sin.  — — J x 

cos.  — — r-  - 

Supposons  encore  n — 4 . On  verra  qu’il  existe 

I 

.quatre  valeurs  de  l’expression  ((■  — 1 ))  * , ou  , en 
d’autres  termes,  quatre  valeurs  de  .r  propres  à vé- 
rifier l'équation  v T 

. • - • • y\  * ’ '''  '<  ' ’* 

’ ""i  2^*ori  ^rr*r*s!  i\-  . r.ù\  • 0 o»;i *j 

1 ?f  r»T 

•A  ••  ‘**ta  * 
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et  que  ces  quatre  valeurs  sont  comprises  dans  les 
deux  formules  > • * 


-TT  . s — • T 
cos.  — ± y-\  un.  — — , > 

4 4 

cos.  ■ ± y—'  sio.  — — , I 

4 4 . ,, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  la  seule  formulé 


tir  cos.  — ± i/— i sin.  ~~  . 
4 4 

Comme  on  a d’ailleurs  , . 

‘5T  TT  I 

cos.  — — sin.  — — ~-r—  , 

4 4 VI 

on  trouvera  définitivement 


Corollaire  2.'  Lorsque  n est  impair,  les  di-> 
verses  valeurs  que  2 1 peut  recevoir  sans  sortir 

des  limites  o et  n,  sont  respectivement 

I j ^ j ^ j ••••  Tl  ~ 2 j Tl» 

Pour  chacune  de  ces  valeurs  de  2^+1,  la  for- 
mule (13)  fournit  en  général  deux  valeurs  imagi- 

I 

naires  conjuguées  de  l’expression  ((— 1))  ”,  c’est-à- 
dire  , deux  racines  imaginaires  de  — 1 conjuguées 
et  du  degré  n.  Seulement  on  trouve , pour  2 ta- 1 =nf 
une  racine  unique  et  réelle , savoir , — 1 . En  ré- 

,*  ' ^ 

sumé,  lorsque  n est  impair,  l’expression  ((—*))” 

admet , avec  la  seule  valeur  réelle 
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n — i valeurs  imaginaires  conjuguées  deux  à deux , 


savoir 


COS 


(‘  5)  ' 


cos 


&c. , 


VT  y , T *JT  y—  — ■ T 

n r n 7 n r n ’ 

ITT  / — . \TT  ît  y . ÎT 

n r n 7 n r n 7 


&c. , 


(n—  z)t  — . («— i)t  (m— i)t  . (n— j)t 

f cos. 1-/— T sm. , cos.- — — sm.  — 

n ' « *1  ' M • 


Le  nombre  total  de  ces  valeurs  réelles  ou  imagi- 
naires est  égal  à n. 

Supposons , par  exemple,  n — 3.  On  trouvera 

I 

qu’il  existe  trois  valeurs  de  l’expression  (( — 1 )) J , 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  trois  valeurs  de  x 
propres  à vérifier  l’équation 


x 


i 


— I 


et  que  ces  valeurs , dont  une  est  réelle , sont  res- 
pectivement • . ~ 1 

- 1 ..  ' . 


cos 


W / .T  I 3 3 / 

. 1-  y — 1 sin.  — — 1 y — 1 , 

I ' i 2 1 r 


* / Tt  I 12  y 

cos. y— 1 sm.- — = - — v— 1* 

3 . 3 2 2 r 

COROLLAIRE  3.'  n désignant  un  nombre  entier 
quelconque , le  nombre  des  valeurs , soit  réelles , 

soit  imaginaires,  de  l’expression ((—  1)) ",  ou,  ce  qui 
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revient  au  même  , le  nombre  des  valeurs  de  x 
propres  à vérifier  l’équation  x"  = — i , restera  tou- 
jours égal  à n. 

5.*  Problème.  Trouver  les  diverses  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  l'expression 

“O)'- 

SOLUTION.  Les  nombres  m et  n étant  supposés 
premiers  entre  eux , on  aura , d’après  la  définition 

m 

même  de  l’expression  ((  — i ))  " , 

i 

puis,  en  remettant  pour  (( — i))  " sa  valeur  générale 
tirée  de  l’équation  ( i .3  ) ',  on  trouvera 

(l6)  ((-!))  * -cos.—;-  -;-dr/^7s,n.  -V  w . 

I % 

Pour  déduire  de  cette  dernière  formule  toutes  les 

m 

valeurs  de  ((—  i))  ",  il  ne  reste  qu’à  donner  successi- 
vement à z Ic-t-  r toutes  les  valeurs  entières  et  impaires 
comprises  entre  o et  n.  Soient  z/c'  i , z/c"  i, 
deux  de  ces  valeurs  supposées  inégales.  Je  dis  que 
les  cosinus 

m ( ii'+i)»  i)ir 

COS*  ■ « cos*  ~ « 

w * 7 n 

seront  nécessairement  différens  l’un  de  l’autre.  En 
effet , ces  cosinus  ne  pourraient  devenir  égaux  que 
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dans. le  cas  où  les  arcs  qui  leur  correspondent  se- 
raient liés  entre  eux  par  une  équation  de  la  forme 


m Æ'-(- i , » , m.f*  k"-*-  i ) t'. 

— - — 2 A 7T  zfc. - — , 


A désignant  un  nombre  entier.  Or,  on  tire  de  cette 
équation 


m j~  ±(ir-«-.)=bc»r-4-.)  j 


II  faudrait  donc , puisque  m est  premier  à n , que  le 
nombre  entier 


± ( i k'-+- 1 ) rt  ( i k"-t-  i ) 

1 , 

fût  divisible  par  n ; ce  qu’on  ne  saurait  admettre , 
attendu  que,  les  nombres  zk[-\-  i , zk"  -+-  i étant 
inégaux,  et  chacun  deux  ne  pouvant  surpasser  n, 
leur  demi-somme , et  à plus  forte  raison  leur  demi- 
différence,  est  nécessairement  inferieure  à n.  Ainsi 
deux  valeurs  différentes  de  zk~\-i  comprises  entre 
les  limites  o et  n fournissent  deux  valeurs  diffé- 
rentes de 


On  conclut  aisément  de  cette  remarque  que  les  va- 
leurs réelles  ou  imaginaires  de  l’expression  (( — i)) 
données  par  l’équation  (16)  sont  au  nombre  de  n, 

* JL  J 

comme  celles  de  ((  i ))"  et  de  (( — i ))" . De  plus  * 
comme  on  a évidemment 
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cos. ± Sin.  — — J 

= cos.  m[zk-t-  l)7T  dt  |/— I sin.  111  (2  k -+-  i)^ 

={-0"  = - 1 * ",  . ; 

m 

il  en  résulte  que  toute  valeur  de  (( — 1))  " est  une  ex- 
pression réelle  ou  imaginaire  dont  la  puissance  n.Ke 
équivaut  à ± 1 , par  conséquent , une  valeur  de 

I ' £ 

((  1 ))  " ou  de  (( — 1 ))  " . Cette  remarque  conduit  à • 
l’équation 

*v  • ' • • 

(■7)  ((->))•'=((>))% 

toutes  les  fois  que  (—  i)m  = t , c’est-à-dire,  toutes 
les  fois  que  m est  un  nombre  pair  ; et  à la  suivante 

(•8)  ((-or=((-‘f. 

lorsque  (— 1)*= — 1,  c’est-à-dire,  lorsque  m est 
un  nombre  impair.  Ajoutons  que  l’on  peut  com- 
prendre les  équations  ( 1 7)  et  (18)  dans  une  seule 
formule , en  écrivant 

OsO  ((-0):=(((-0mf-  • ■■ 

6.e  Problème.  Trouver  les  diverses  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  l’ expression 

m 

((-0) 

SOLUTION.  On  aura , d’après  la  définition  des 
puissances  négatives , 
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i 


puis,  en  remettant  pour  ((—  1))  ” sa  valeur  générale 
tirée  de  l’équation  ( 1 6) , et  ayant  égard  à la  for- 
mule (9)  du  paragraphe  précédent, 


(HJ 


cos. 

n 


/ 


— I S1ÜA 


»i(iÀ4-»)y  , 

n 


• II  suit  de  cette  dernière  équation  que  les  diverses 

n 

valeurs  de  ((— 1))  " sont  les  mêmes  que  celles  de 

m 

((1))  * . On  aura  en  conséquence 

. tn  1 . 

(21)  ((—  1))  " = ((1))" , si  m est  pair,  et 

m £ 

(22)  (( — 1))  " = ((—  i))",  si  ni  est  impair. 

A la  place  des  deux  formules  qui  précèdent , on 
peut  se  contenter  d’écrire  la  suivante  , 

(*î)  ((-))-=«(-) T-., 

Corollaire.  Si  l’on  fait  tw=i  , la  formule 

(23)  donnera 

(24)  ((-1  rSfl-ij*.  ■. 

En  terminant  ce  paragraphe,  nous  ferons  reiriâr* 
quer  que  les  équatioris  (3),  (4),  (8),  (13),  (16)  et 
(20) , à l’aide  desquelles  on  détermine  les  valeurs 
des  expressions 
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((0)-.:  <C0)?>  «0 P> 

((-0)",  (HJ%  ((-0f%  M;>  : 

peuvent  être  remplacées  par  deux  formules.  En 
effet,  si  l’on  désigne  par  a une  quantité  positive  ou 
hégative  dont  la  valeur  numérique  soit  fraction- 
naire, la  valeur  de  ((  i ))"  déterminée  par  l’équation 
(3),  (6)  ou  (8)  sera  évidemment 

(23)  ((  1 ))"  = cos.  2 k a 7r  ± y'—  « sin.  2 k a 7T , 

tandis  que  la  valeur  de  (( — 1 ))“  déterminée  par  l’é- 
quation (13),  (16)  ou  (20)  sera 

(*«)  ((-or  — cos.(2A'-t-  l 'yiTTzhy'—i  sin.^A'-H^aTT. 

Dans  les  deux  formules  précédentes , l’on  peut 
prendre  pour  k un  nombre  entier  quelconque. 


J.  4.*  Sur  les  Racines  des  expressions  imaginaires , et 
sur  leurs  Puissances  fractionnaires  et  irrationnelles. 

Soit 

CL  -4-  £ j/— 1 

Une  expression  imaginaire  quelconque.  On  pourra 
toujours  trouver  [ voyez  le  §.  2 ] une  valeur  posi- 
tive de  j>  et  une  infinité  de  valeurs  réelles  de  ô 
propres  à vérifier  1 équation 

(i)  A -4-  C y'—  1 —J>  (cos.  9 -+-  1 sin»  6)* 
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Cela  posé,  concevons  qué  l’on  désigne  par  m et  n 
deux  nombres  entiers  premiers  entre  eux.  Si  l’on 
fait  usage  dos  notations  adoptées  dans  le  premier  pa- 
ragraphe, les  racines  «.*"  de  l’expression  cc-t-€j/- T, 
ou , ce  qui  revient  au  même , ses  puissances  du 

degré  — seront  les  diverses  valeurs  de 
• ______  , 

XÛ' cl  -+-  = ((<t-»-C  i ))  " ; 

et  de  même  , les  puissances  fractionnaires  de 
cl -*-£  y^î , positives  ou  négatives,  du  degré  — , ou 

— — , seront  les  diverses  valeurs  de 

fl  1 

((et -h  £ " ou  ((et -4-  £ ]/—>))  * . 

En  conséquence , pour  déterminer  ces  racines  et  ces 
puissances , il  suffira  de  résoudre  l’un  après  l’autre 
les  trois  problèmes  suivans  : 

l.er  Problème.  Trouver  les  diverses  valeurs 
de  l expression 

((oc  -t-  £ ]/-i  ))  " . 

Solution.  Soit 

JC  — r ( cos.  t |/—  i sin.  t ) 

l’une  de  ces  valeurs,  r désignant  une  quantité  pp-, 
sitive,  et  t un  arc  réel.  On  aura,  d’après  la  défini- 

tion  même  de  l’expression  ((cc-hCj/^T))  " , 

(2)  xn  z=zcL-¥-  £ j/— 1 =r J>  (cos.  6-t-  ]/— 1 sin.  ô)  j 
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ou  , ce  qui  revient  au  même , 

r"  [ cos.  n f-t-j/—  i sin.  n <]  —f>  [cos.  6 -t-  ]/—  i sin.  9 ]. 

On  tirera  de  cette  dernière  équation  [ à l’aide  du 
i.tr  théorème,  §.2] 

r"=/V 

cos.»  £4-  j/—  1 sin.  nt  — cos.  9 -+-  }/—'  sin.  9 , 


et  par  suite 


cos  .nt  — cos. 9 , sin  .nt  — sin. 9 , 


fl±  1 k T 

n 


î 


S 


u(  =z  è ± ik  7T  , 


Æ représentant  un  nombre  entier  quelconque.  Les 
quantités  r et  t étant  ainsi  déterminées , les  diverses 
valeurs  de  x propres  à vérifier  l'équation  ( 1 ) seront 
évidemment  comprises  dans  la  formule 


x 


: ÿ " [cos. 


(rfc  2 A t 


/- 


• sm. 


I rb  î ^ t J 


i r s , — . sir  . , — . 

= ^ " I cos.  — -t-  )/— 1 sm.  — cos.  ± j/— 1 sm.  , 

» 

ou , ce  qui  revient  au  même , dans  la  suivante , 


(3)  [cos.  l-*-/-!  sin.  -J~]((l))“  . 

t 

En  d’autres  termes , l’expression  ((  a,  -+-  C ))  “ , 

1 * ; 

aussi  bien  que  ((1))  " , admettra  n valeurs  différentes 
déterminées  par  l'équation 


\ 
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(4)  ((cL-t-Cj/^i))  ' —f"  [cos.  y~i  sin.  ((  I ))  » . 

Corollaire  i/r  Supposons  n=  2.  On  trouvera 

S u il  existe  deux  valeurs  de  l’expression 

% 

((«t+CjÆïf, 

ou , ce  qui  revient  au  même , deux  valeurs  de  x 
propres  à vérifier  l'équation 

. 'T  =<l+C/-i  = ^>(  cos.  0 -f- j/— 1 sin.  ô)  , 

et  que  ces  deux  valeurs  sont  comprises  dans  la  formule 


(cos.  sin.  1). 

Corollaire  2.*  Supposons  encore  n — 7.  On 
trouvera  qu’il  existe  trois  valeurs  de  l’expression 

((et  -4-  G /-i  ))  3 » 

ou  i ce  qui  revient  au  même , trois  valeurs  de  x 
propres  à vérifier  l’équation 

x ’ — et  -t~  G j/-i  — j>  (cos.  6 y'—  1 sin.  ô)  , 

et  que  ces  trois  valeurs  sont  respectivement 


/ J (cos.  y H-  /-I  sin.  j-J  , 


(cos.  y 

y)  (cos.  y sin.  y^ 

— ÿ j (cos. 

9"+*2,r  1 j/  r(:n  fl-^2,r>t 

J -*-y  1 sin.  ^ J , 

r 

j^COS.  y -+■  y — 

1 sin‘  [cos-  y — sin-  y] 

— p 5 £cos. 

_9-1T  , ,/- • fl-^1 

i ..  ^K  tsin‘  } J-  1 
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Corollaire  Supposons  enfin  n = 40n 
trouvera  qu’il  existe  quatre  valeurs  de  l’expression 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  quatre  valeurs  de  x 
propres  à vérifier  l’équation 

/ 

X*  = ce  -+-  € ]/— 1 = (cos.  0 -+-  j/— ’i  sin.  0)  , 

et  que  ces  quatre  valeurs  sont  comprises  dans  les 
deux  formules 

l r û û *> 

zt  j>  * j^cos.  — -+-  |/— i sin.  —J  , 

dr ÿ * J^sin.  — — y—i  cos.— J. 

t 

2.*  Problème.  Trouver  les  diverses  valeurs  de 
f expression 

Solution.  Les  nombres  tn  et  n étant  supposés 
premiers  entre  eux,  on  aura,  d’après  la  définition 

• m 

même  de  l’expression  ((  ce  -+-  £ > ))  " , 

puis,  en  remettant  pour  ((ce h- " sa  valeur 
générale  tirée  de  l’équation  (4) , on  trouvera  » • 

(5)  ((a^/~j))  ' =f  w [cos-  T •+-/-7sin -T  ](('))  '• 
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Corollaire  i.'r  Si  dans  l’équation  (5)  on 

m 

remet  pour  ((0)" sa  valeur  tirée  de  k formule  (6) 
[ §•  3 •*  ] » 011  obtiendra  la  suivante  , 

(6). 

3.e  Problème.  Trouver  les  diverses  valeurs  de 
ï expression 

((«,+e^r  ))-■•  . 

Solution.  On  aura , d’après  la  définition  même 
des  puissances  négatives , 

((ce -+-€/-■  ))  "■= - 


m 

puis,  en  remettant  pour  ((ct+£yC7))  " sa  valeur 
tirée  de  réquation  (6),  et  ayant  égard  à la  for- 
mule (17)  du  deuxième  paragraphe,  on  trouvera 

(?*  +CJ=$ = feo,  <ËÉlk7r)  _V—  »«=*=»**)  1 

L n „ J 

->'■ : [«?  ?]  [-. %*/=*.  =£ï] . 

ou , en  d’autres  termes , . n 

Corollaire  i.*r  Si  l’on  faitwi=i , l’équation  (7) 
donnera 


(8)  ((«-t-f/TT))  V «=  ji~  ^ £cos.  ± _ JL  J 
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Après  avoir  fixé  , comme  on  vient  de  le  faire , 
les  diverses  valeurs  des  quatre  expressions 

((«.-,-£  , ((■=-  £ Y-' 

, • 
on  reconnaîtra  sans  peine  que  les  équations  (4), 

(5),  (8)  et  (7),  à l’aide  desquelles  on  détermine  ces 
valeurs , peuvent  être  remplacées  par  une  seule  for* 
mule.  Si  l’on  représente  par  a une  quantité  positive 
ou  négative  dont  la  valeur  numérique  soit  fraction- 
naire , la  formule  dont  il  s’agit  sera 


(9)  1 Y — j>‘  [cos.a0-4-j/— »sin.a0]((l))*. 

; r , • • • ’ . 

Dans  les  calculs  qui  précèdent , f désigne  tou-, 
jours  le  module  de  L’expression  imaginaire 
c’est-à-dire , la  quantité  positive  y /[a.%  et  0 

l’un  quelconque  des  arcs  propres  à vérifier  l’équa- 
tion ( 1 ) , ou , ce  qui  revient  au  même  , les  équa- 
tions (4)  du  deuxième  paragraphe,  savoir , 


cos.  0 = 
sin.  0 — 


e ■ 


En  divisant  ces  deux  dernières  l’une  par  l’autre , on 
en  conclura  • ’ .>  ■ * 


Par  suite,  si  l’on  nomme  £ le  plus  petit  arc,  abstrac- 
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tion  faite  du  signe , qui  ait  pour  tangente  , ou , 

en  d’autres  termes,  si  Fon  fait 

(12)  £ — arc  tang.»  •— , 
on  trouvera 

(13)  teng.  0 = tang.  £ 

Cela  posé,  il  deviendra  facile  d’introduire  au  lieu  de 
l’arc  0 , dans  les  diverses  formules  rapportées  plus 
haut,  Tare  £,  dont  la  valeur  est  complètement  dé- 
terminée. On  y parviendra  en  effet  par  les  considé- 
rations suivantes. 

Les  arcs  6 et£,  ayant  la  même  tangente,  auront 
aussi , abstraction  faite  du  signe , le  même  sinus  et 
• le  même  cosinus;  et  comme  d’ailleurs  l’équation (13) 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

sin.  8 sin.  £ 

coi.  g co*.  ( ’ 

il  est  clair  que  pour  y satisfaire , on  devra  poser  en 
même  temps  ou 

(i4)  cos.  0 = cos.  £ , sin.  0 = sin.  Ç, 

ou  bien 

(13)  cos.  0 = — cos.  £ , sin . 0 = — sin  £ 

De  plus , la  valeur  de  cos.  0 déterminée  par  la  pre- 
mière des  équations  (10)  étant  évidemment  de 
même  signe  que  et,  tandis  que  l’arc  £ compris  entre 

les  limites  — ■+■  -p,  a toujours  un  cosinus 


Digitized  by  Google 


\ 


\ 

I.** ‘PARTIE.  'CHAP:  VII.  • 225 

positif,  il  en  résulte  que  des  équations  (i  4)  et  (15) 
les'deux  premières  subsisteront,  si  cl  est  positif,  et 
les  deux  dernières,  si  et  est  négatif.  Voyons  main- 
tenant à quoi  se  réduisent  dans  ces  deux  hypothèses 
les  formules  (1)  et  (9). 

Si  d’abord  on  suppose  cl  positif,  les  équations  ( 1 6) 
pourront  être  remplacées  par  les  équations  ( 1 4 ) ; 
et  l’on  déduira  de  celles-ci  une  infinité  de  valeurs ‘de 
6 , parmi  lesquelles  on  doit  remarquer  la  suivante 

(16)  8 x»  £ 

Lorsqu’on  fait  usage  de  cette  valeur,  les  formules(i) 
ot  (9)  deviennent  respectivement 

(17)  cL-4-£}A-i  =j»(cos.  £-4--j/— 1 sin.  £)  , 

.(l  8)  ((ct-t-Cj/— 1 (cos.a  £-+-}/— i sin.tf  £) 

Si  l’on  suppose  en  second  lieu  et  négatif,  les  équa- 
tions (10)  pourront  être  remplacées  par  les  équa- 
tions (1  5),  desquelles  on  déduira,  entre  autres  va- 
leurs de  8, 

(19)  . 8 = £ -+-  7T. 

Par  suite , on  pourra,  dans  cette  hypothèse,  aux  for- 
mules (1)  et  (9)  substituer  celles  qui  suivent, 

(20)  et-t-C  )/— 1 = — j>  (cos.  £-4-  p'—  1 sin.  £)  , 

.((«  + <r/=7  y • 

= s>‘  [cos.  (a£  -4-  air ) -1-  sin.(a(  -4-  air)]  ((i))* 

— S*  (cos.a£-4--/ZrTsin.a£)  (cos.  aT-4-y/’II7sin.aT) 

Si  l’on  fait  en  particulier  et  -4-  C ÿ'^î  = — i , c’est- 
TOM.  1.  P 
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à-dire , a,  = — 1 , £ = o , on  trouvera 

£ = arc  tang.  ) = O ; 

et  la  formule  (21)  deviendra 

(2  2)  ((—  I Jf  = (cos.  <Z7T  -+-  y1'—'  sin.  av r)  ((  1 )}*. 

H en  résulte  qu’on  aura  généralement  dans  l’hypo- 
thèse admise 

(23)  ))'=/  (cos.a^-t-  /-Tsin.a^)  ((- 1 ))'. 

v 

En  réunissant  aux  formules  (17),  (18),  (20)  et 
(23)  les  équations  (25)  et  (26)  du  3.*  paragraphe, 
on  obtiendra  définitivement  les  conclusions  sui- 
vantes. 

' «Soit  <t-t-Gj/~ 1 une  expression  imaginaire  quel- 
conque, a une  quantité  positive  ou  négative  dont 
la  valeur  numérique  soit  fractionnaire , et  k un 
nombre  entier  choisi  arbitrairement.  Si  l’on  fait,  de 
plus , 

(*4)  / = '/(<*'*-+•  £*) > Ç=  arc  tang.  , 

on  aura  , pour  des  valeurs  positives  de  et , 

Ict  -+•  G Ÿ'—'  = f ( cos.  £-+- 1^— Tgin.  Ç)  , 

((ct-hG =/ (cos .a  j/^Tsin.a £)  (( I ))' , 
((l))a  = cos.  2 X' a 7T  =t  sin.  2 Xott  ; 

et , pour  des  valeurs  négatives  de  et , 
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Iet -t-  C /->  = —/  (cos.  £-t-  |/-7  sin.  Q 71? 

((ct-i-C  =/'  (cos.C^-/rr sin.a^  ((— 1))'!  ? 

((— 1 ))'=c«>s.(2^-+- 1 ,a7r)±/^7  sin.(2X--+-i.a'?r). 

On  doit  ajouter  que,  si  l’on  désigne  par  n le  déno- 
minateur de  la  fraction  ia  plus  simple  qui  repré- 
sente  la  valeur  numérique  de  a,  n sera  précisément 
le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  chacune  des 
expressions 

((*))  > ((  1 ))“  > ))J; 

et  que , pour  déduire  ces  mêmes  valeurs  des  for- 
mules (25)  et  (26),  il  suffira  d’y  substituer  succes- 
sivement, au  lieu  de  zk  et  de  zk-+- 1 , tous  les 
nombres  entiers  qui  ne  sortent  pas  des  limites  o 
et  n.  • 

Si  la  valeur  numérique  de  a devenait'irration- 
nelle , chacune  des  expressions  réduites 

cos.  2 k a 7T  ± j/— 1 sin.  zka.'K  y 

cos.  (2Æ-+-I  .Û7r)  ± Y~\  sin.  ( 2^-t- 1 .fl7T ) , . 

aurait  un  nombre  indéfini  de  valeurs  correspond 
dantes  aux  diverses  valeurs  entières  de  k ; et , par 
suite,  on  ne  pourrait  plus  admettre  dans  le  calcul 
les  notations 

(( 1 )ï > ((“■‘O)*'  ((<*-+•£ /-«))% 

à moins  de  considérer  chacune  d’.elles  comme  propre 
à représenter  une  infinité  d’expressions  imaginaires 

p * 


Digitized  by  Google 


228  .t  cours  d’analyse. 
distinctes  les  unes  des  autres.  Pour  éviter  cet  incon- 
vénient , nous  n’emploierons  jamais  les  notations 
dont  il  s’agit  que  dans  le  cas  où  la  valeur  numé- 
rique de  a sera  fractionnaire. 

Parmi  les  diverses  valeurs  de  ((i))%  il  en  est  une 
toujours  réelle  et  positive,  savoir,  i , que  l’on 
indique  par  la  notation  (i)J  ou  i",  en  faisant  usage 
de  parenthèses  simples , ou  même  les  supprimant 
entièrement.  Si  l’on  substitue  cette  valeur  particu- 
lière de  ((i))*'  dans  la  seconde  des  équations  (25), 
on  obtiendra  une  valeur  correspondante  de 

- 

<jue  l’analogie  nous  porte  à indiquer,  à l’aide  de 
parenthèses  simples,  par  la  notation 

« 

Cest  ce  que  nous  ferons  désormais.  Par  suite , on 
aura,  en  supposant  au  positif,  et  les  quantités  f , 
£ déterminées  par  les  équations  (24). 

(27)  (cH-Cj/—  1 y = (cos.  y sin.  Æ^). 

Cette  dernière  équation  ayant  lieu  toutes  les  fois 
que  la  valeur  numérique  de  a est  entière  ou  frac- 
tionnaire, l’analogie  nous  conduit  encore  à la  con- 
sidérer comme  vraie  dans  le  cas  où  cette  valeur 
numérique  dpyient  irrationnelle.  En  conséquence , 
nous  conviendrons  de  désigner  par 


Digitized  by  Google 


1."  PARTIE.  CHAP.  VI!.  229 

le  produit  y»' [cos.'a(^  -+-  j/~T  sin.  <ï£]  , dans  le 
cas  où  c e sera  positif,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle 
attribuée  à la  quantité  a.  En  d’autres  termes , si  \ 

l’on  désigne  par  £ un  arc  compris  entre  les  limites 

— ^ , on  aura , quel  que  soit  a , 

[y5  (cos.  y —i  sin.(^)]“  = f>" (cos.a^~H|/— i sin.  a£). 

Si  dans  1 équation  précédente  on  fait  y>  = i , elle 
deviendra 

(28)  (cos.  C-/--  1 sin.  Çy  — cos  .a  Ç-*-y-'  sin-aC* 

Cette  dernière  formule  est  entièrement  semblable 
aux  équations  (xo)  et  (i/J)  du  2.e  paragraphe,  avec 
cette  seule  différence  quelle  subsiste  uniquement 
pour  des  valeurs  de  £ comprises  entre  les  limites 

— , -h  — , tandis  que  les  équations  dont  il  s’agit 

s’étendent  à des  valeurs  quelconques  de  9. 

Lorsque  la  quantité  ce  devient  négative,  on  ne 
voit  plus,  même  en  supposant  fractionnaire  la  valeur 
numérique  de  a,  quelle  est  celle  des  valeurs  de 
l’expression  ((ce-x-€j/—  i))°  que  l’on  pourrait  distin- 
guer des  autres  et  désigner  par  la  notation 

(ce  -+-  ç> y~  1 y. 

Mais  alors,  — ce  étant  une  quantité  positive,  il  est 
facile  d’établir,  pour  des  valeurs  quelconques  de  a, 
la  formule 

t 

(29)  (—ce — (cos.  ff  1 sin.a^). 
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Nous  terminerons  ce  paragraphe  en  faisant  ob- 
server que , dans  le  cas  où  la  valeur  numérique  de 
a devient  fractionnaire  , les  formules  (27)  et  (29) 
réduisent  les  équations  (18)  et  (23)  à celles  qui 
suivent , 

, (3°)  = (*+«/-)'  ((>))■- 

(3 1 ) ((*'-*-£}/-'))*  — (-cc—C]/-')1’  ((— 1 ))'  t 

téquation  (30)  ayant  lieu  seulement  pour  des  va- 
leurs positives  de  la  quantité  et,  et  l’équation  (31) 
pour  des  valeurs  négatives  de  la  même  quantité. 


J.  5.*  Applications  des  principes  établis  dans  les 
paragraphes  précédens. 

Nous  allons  appliquer  les  principes  établis  dans 
les  précédens  paragraphes  à la  résolution  de  trois 
problèmes  sur  les  sinus  et  cosinus. 

l.er  PROBLÈME.  Transformer  sîn.  mz  et  cos .mz 
( m désignant  un  nombre  entier  quelconque ) en  un 
polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes et  entières  de  sin.  z , ou  du  moins  en  un 
produit  formé  par  la  multiplication  d’un  semblable 
polynôme  et  de  cos  z. 

Solution.  Lorsque  dans  les  équations  (1 2)  du 

2.e  paragraphe  on  remplace  les  puissances  paires 

de  cos.  z par  des  puissances  entières  de  .1 — sin.*z, 

ces  équation^  deviennent , pour  des  valeurs  paires 

de  m , 

* 
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cos.  mz  — 

m ( m—  i ) 

m— 4 


231 


(i  — sin.1  z)  1 — (ï  — sin-1  z)  1 sin-'Z 

» -yr1  s;n.+^  — &c... , 


sin.  VIZ  — 

m — 2 


sin.  z 


cos.  z 1 — s*n‘  ,z)  1 s'r 

_ (i_sin;  5)”-rsi„.33  + &c. . .1  ; 

I .2.3  V ' -» 

et , pour  des  valeurs  impaires  de  m , 


cos.  Z 


cos.  ftt  Z — 
m-'  m<m- 1) 


«—I 


[(,—  sin.*z)  * — -77“  (*  ~ ’ sin'*  z)  1 ,in*‘; 

-»)( 

3.4 


■("—,)  (— -OO—O./.  — sin.‘z)”»^  sin.4Z  — &C...1 , 


sin.  Vl  Z = 

■+■  &C.  • • • • 

Si  l’on  développe  les  seconds  membres  des  quatre 
formules  précédentes , ou  du  moins  les  coefïiciens  de 
cos.  Z dans  ces  seconds  membres,  en  polynômes  or- 
donnés suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières 
de  sin.z,  on  trouvera , pour  des  valeurs  paires  de  m , 

m f m — 1 < N « _ 

cos.  TtlZ  — l H— J sin.  Z 

m{m- 1) /(*- ' ) («-?)  £Z II  _L  3 Sin.+Z — &C. , 

1 . 3 V 1.4  x 1 *-4/ 

Tm  . , m(w — 1)  /w— 1 3Vin  i - 

sm.mz  = cos.Z  I — sin.Z - ' — ^ x ^ ij  ’ 

w(m-i)  («-4) /(>"— iX”*— i)  . . "'TJ. 

1.3.5  V.  1.4  » ’*  J 


(■) 
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et , pour  des  valeurs  impaires  de  m t 

cos.mz^cos.z  [i  — ~ sin.1 2 

• VTT~  r • t + rJ""---&c.J , 

(2)jù.»u=.;,in.i- ’^=D  ( !r;  H.  X)  ,in.  i , 

w(w-,Xw-j) /(m-iym— 4)  m-z  î f.,  \ t 

—TT—1-— * 

&C.  . . < 


Les  équations  (i)  et  (2)  comprennent  évidemment 
la  solution  de  la  question  proposée.  Il  ne  reste  plus 
qu  à les  présenter  sous  la  forme  la  plus  simple.  Pour 
y parvenir , il  sulfira  d observer  que  le  coefficient 
de  chaque  puissance  entière  de  sin.  z renferme  gé- 
néralement une  somme  de  fractions  à laquelle  l’é- 
quation (5)  du  chapitre  IV  [§.  3]  permet  de  subs- 
tituer une  fraction  unique.  Par  suite  de  cette  réduc- 
tion, les  développerons  de  00 s,mz  et  de  sin .tnz 
deviendront , pour  des  valeurs  paires  de  r n, 


cos.  m.z=  1 - — sin.1  Z -t- frH:»? sin+ 

0){. . "a  . 1 
(ro+4)  (m+2) .m.m  (m~z)  (m—A)  . ^ • 

—jTTÏ.yà sin-  , 


(4) 


sin.  VIZ  cos.  Z [-=-  sin.  Z - i&Zi?  6jn>3 -z 
, (»»+4)  (m+2)  m (m— 2)  (m— 4)  . , ' ‘ „ 

■ * r7TJ.4.j sm.  t &C...J  ; 

et , pour  des  valeurs  impaires  de  m , . . ■ 


\ 
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t(m+i)  (m — i ) . * * 

I s,n-  % 

(»”+3)(rt+')  ("*-0  ^-^.Lcin  + B — , 

..2.3.4  -1 


(6)1 


m . _ (m+i)  »(m— 1.)  ^ 

sm.  mz  — — sin.  Z — s,n*  M 

■ 1 *a*i 

. (>"+3  )(”«  + ')"»(CT-0.(’B-lL  sin.J.a  - &Cf... 

1.2. 3. 4. S 


Corollaire  i.'r  Si  dans  l’équation  (3)  on  fait 
successivement 

m — 2,  m = 4 , 711  — 6 , &c. 
on  obtiendra  les  suivantes 

cos.  2 Z — I — 2 sin.’  Z , 
cos.  4 Z — I — 8 sin.’z  -+-  8 sin.  Z , 


(7X 


. 6 -S  — I — 18  sin.’.3  -I-  48  sin.+£  — 3 ~ s*11 


cos 


&C. v ; ' . ‘ 

Corollaire  z.‘  Si  dans  l’équation  (6)  on  fait 
successivement 

m=  i , m = 3 , m — 5 , &c 

on  en  tirera  < . _ 

K ' ‘ 

sin.  Z — sin.  Z , 

7 

, sin.  7 Z = 7 sin.  Z — 4 s’n-3  2 > 

(8)  , .-•••■  T:-.-,.  • ' , 

sin.  3 5 = 5 s'n*  2.0  sin.  5 -H  1 6 sin.  Z f 

&C.  • • • i « 
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2/  Problème.  Transformer  sin.  mz  et  cos.** 
( m désignant  un  nombre  entier  quelconque  J en 
un  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes et  entières  de  cos.*,  ou  du  moins  en  un 
produit  formé  par  la  multiplication  d’un  semblable 
polynôme  et  de  sin.  z. 

Solution.  Pour  obtenir  les  formules  qui  résol- 
vent la  question  proposée,  ii  suffit  de  remplacer, 
dans  les  équations  (3),  (4)>  (5)  et  (6),  z par 

— — z,  et  d’observer  en  outre  qu’on  a,  pour  des 
valeurs  paires  de  m , 


cos.  i — 


— mz\  — ( — 1 )"»  cos.  mz  , 
Sin.  — TOZ^  = ( — i)»**  sin.  1H Z / 
et , pour  des  valeurs  impaires  de  m , 


f n>ir  \ / \ m~'  . 

cos.  1 — mz  \ = ^ — 1 sin.  mz 

(mir  \ / * \ m~l 

~ mz)=(—  1)  , 


cos.  mz. 


On  trouvera  de  cette  manière , si  m est  un  nombre 
pair , 

/ v!  m.m  . — 2)  4. 

( • — I ) “ cos. mz  — I cos.  Z-H v — cos.  Z 

\ / 1 1 .1 . 3.4 

(m-t-4)  (w-t-î)  m . m (m— 1)  (m— 4) 6_  , 

— ; J COS.  a*  “T"  VXV.Mt  1 

]J*  sin.TBZ— sm.? j^—  cos. Z ITT-} co*-  ■* 


(9> 


(.0) 


(m+4)  (w-f-i)  m(m— 1)  (m— 4)  ; _ 


cos.  *v  — , 
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et , si  m est  un  nombre  impair  , 

, \ 

/ \ 1 . . r (m-4-i)  (m— i) 

^ — 1 J~T~  sin. mz  = sin.Z  I — 


(») 


(l2): 


1 .1 


ns 


cos.  Z 


. , (,H-i)(»+0(^0_0^j)col  *z  __&c.  1 

I. 1.3.4  J 


i \ m 1 77* 

( — I ) T~  cos.  mz  = — 


m _ (m+.)m(m— 1)  j 

cos. Z COS.  Z 


(m-H)(r*+Om(m-')rm— ’>)  __  5„ 

COS. 

*-*-3-4-5 


1.1.3 
cos. 


Corollaire  i.'r  Si  dans  la  formule  (9)  on  fait 
successivement 

m = 2 , m = 4 , m — 6 1 &c. . . . , 
on  obtiendra  les  suivantes 

— COS.  2 z — 1 — 2 cos.  * z , t . 

COS.  4z=i  — 8 cos. * Z -+-  8 cos.+5  , 

— cos.  6z=  1 — I 8cos.*ZH-48cos.+,5 — 32cos.*5, 

&c. . . . 

Corollaire  2/  Si  dans  l’équation  (12)  on  fait 
successivement 

m ~ 1 , m — ■$  , m = $ , &c. . . . , 
on  en  conclura 

COS.  Z — cos.  Z , i 

— cos.  j Z — j COS.  Z 4 OOS .3Z  , 

COS.  $Z  = f COS.  5 20  COS.  *.3  -+•  16  CO  s.5  Z , 

7 

&c. ... 
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3*  Problème.  Exprimer  les  puissances  entières 
de  sin.  z et  de  cos.  z en  fonction  linéaire  des  sinus 
et  cosinus  des  arcs  z,  zz , 3 z , &c. 

Solution.  On  résout  facilement  ce  problème, 
en  ayant  egard  aux  propriétés  des  deux  expressions 
imaginaires  conjuguées 

, l » * ' • 

cos.  z -+■  ÿ'—'  sin.  S , cos.  Z — ]/— 1 sin.  Z. 

Si  r on  désigne  la  première  par  u,  et  la  seconde  par 
v , on  aura  • * • , ' 

2 cos.  Z — U -t-  V , ' 

2 sin.  2/-1  i:!(  — V. 


En  élevant  les  deux  membres  de  chacune  des  équa- 
tions précédentes  à la  puissance  entière  du  degré  m, 
les  divisant  ensuite  par  2 ou  par  2 j/—  r , puis  effec- 
tuant les  réductions  indiquées  par  les  formules 


«0=1, 


= cos.  n z 


, ==-  — sin.  nZ  , 


dont  les  deux  dernières  subsistent  pour  des  valeurs 
entières  quelconques  de  »,  on  trouvera,  si  ni  re- 
présente Un  nombre  pair  , 


(>5)1 


2 cos.*  z — cos.  ni  z h cos.  [m  — 2 .z') 

t 1 : 

m (m  — 1 ) } 7 \ c 

cos.  {.ni — 


I . 2 


; | m (m—  1). . . ("+i) 


i.i.j. 
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( — I ) * a si n.mZ  = cos.  mz — cos.  (ni — 2.z) 

{i6)l  . -H  ?s.?r.'2  cos,  (m-4.z)-&c.. 


et , si  m représente  un  nombre  impair , 


(‘7)< 


m m / \ 

2 cos.  «S  ==  COS.  771 Z -i — cos.  {771  — 2 . Z J 

m ( m — i ) / 7 \ r, 

H — - cos.  [771  — 4.*  )+&€.. 

»n(»t — i)...  j - 

H cos.  Z , 

TJ— 1 ' 


1 • 1 • 3 • 


(«8)< 


( — i)  » 2 sin.mZ  — sin.mz  — -sin.(?» — 2 . z) 

-H  m(im~  -)-sin-  (^r=7|.^)-&C.. 

— I — — — _ cin  ÎT 


sin. 


^.2.3. 


Corollaire  i.tr  Si  dans  la  formule  (15)  on  fait 
successivement 

m = 2 , m = 4 > m = 6 , &c. . . . , 
on  en  conclura 


2 cos. *2  = cos.2Z-t-I  , 


(!?) 


8 COS.*Z  — COS. 4*  ■+*  4cos.2Z-t-3  , 


, I 


13  2 cos.fi. 
&C. . . . 


'z  zz  cos.6  î ■+•  6 cos. 4*  ■+■  I < cOS.2Z-+~IO  . 

Y 
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On  arriverait  aux  mêmes  équations,  si  l’on  cherchait  à 
déduire  des  formules  (13)  les  valeurs  successives  de 

COS.  COS.  Ai  p COS.  Ai  p &C.  ■ . ■ 

en  fonction  linéaire  de 

COS.  2 Z't  COS.  4 -3  J COS.  62,  &C. . . . 

Corollaire  2/  Si  dans  la  formule  (16)  on  fait 
successivement 

m = 2 , m = 4»  tn  — 6 , &c , 

on  obtiendra  les  équations 

I—  2sin.*Z  — cos.  23 — I , 

8 sin.+3  = cos./±Z — Acos.ZZ-*-]  , 

— 32sin/z  = cos.6z — 6cos.4^-t-I  Jco s.23 — 10  , 
&C. . . . 

que  l’on  pourrait  également  déduire  des  formules^), 
par  l’élimination  des  quantités 

sin.*3_,  sin.*3,  sin .6Z,  &C 

Corollaire  Si  dans  la  formule  (17)  on  fait 
successivement 

\ 

m — 1 , m — 3 , ct  — 5 , &c. K 
on  en  conclura 

COS.  Z — cos.  Z , 

4 COS.3  Z — cos.  3 Z -+-  3 cos.  Z , 
l 6 COS  J Z — cos.  J Z il-.  $ Ç0$.  3 Z -t-  I O COS  .Z  , 

&c. . . . 
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On  arriverait  aux  mêmes  équations,  si  ion  cher- 
chait à déduire  des  formules  ( 1 4 ) les  valeurs  suc- 
cessives de 

cos  .Z,  cos  ?z,  cos  }z,  &c. . . . 
en  fonction  linéaire  de 

COS.  Zf  cos.  3 Z,  COS.  J Z,  &c. . . • 

Corollaire  4.*  Si  dans  la  formule  (18)  on  fait 
successivement 

m = I , 771  = 3,  77ï=5,  &c. . . . , 
on  obtiendra  les  équations 

sin.  Z — sin.  Z , 

— 4 s*n-3  z — sin. 3 Z — 3 sin.  Z , 

1 6 sin/  Z — sin.  $Z  — J sin  ; /^Z  -4-  I O sin.  Z , 

&C.  . . 

que  Ion  pourrait  également  déduire  des  formules  (8) 
par  i 'élimination  des  quantités 

sin.£,  sin ?Z,  sin Jz,  &c 
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CHAPITRE  VIII. 

t , 

Des  Variables  et  des  Fonctions  imaginaires. 


J.  l.*r  Considérations  générales  sur  les  Variables 
et  les  Fondions  imaginaires. 

Lorsqu’on  suppose  variables  les  deux  quantités 
réelles  u , v , ou  au  moins  l’une  d’entre  elles  l’ex- 
pression 

u -+-  v ÿ~l 

est  ce  qu’on  appelle  une  vaiiable  imaginaire.  Si, 
de  plus,  la  variable  u converge  vers  la  limite  U , 
et  la  variable  v vers  la  limite  V, 

u -h  vy~ 

sera  la  limite  vers  laquelle  converge  l’expression 
imaginaire  u- t-vy'—i. 

Lorsque  les  constantes  ou  variables  comprises 
dans  une  fonction  donnée,  après  avoir  été  considé- 
rées comme  réelles , sont  ensuite  supposées  imagi- 
naires , la  notation  à l’aide  de  laquelle  on  expri- 
mait la  fonction  dont  il  s’agit  11e  peut  être  conservée 
dans  le  calcul  qu’en  vertu  de  conventions  nouvelles 
propres  à fixer  le  sens  de  cette  notation  dans  la 
dernière  hypothèse.  Ainsi , par  exemple , en  vertu 
des  conventions  établies  dans  le  chapitre  précédent , 
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I 

les  valeurs  des  notations 

a 

CL  "h  JC  p Cl  *2?  ; CL  JC  j x~  t 

se  trouvent  complètement  déterminées  dans  le  cas 
où  la  constante  a et  la  variable  x deviennent  ima- 
ginaires. Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que,  la 
constante  a restant  réelle , la  variable  x reçoive  la 
valeur  imaginaire  . 

cC  -+-  G y/—  i = j>  (cos.  0 j/—  i*sin.  0)  , 

<t,  G exprimant  deux  quantités  réelles  qui  peuvent 
être  remplacées  par  le  module  f et  l’arc  réel  0. 
, On  conclura  du  VH.®  chapitre  [ §§.  i et  2]  que  les 
quatre  notations 

, - . a 

a-k-x,  a — x,  ax,  — 

\ 

désignent  respectivement  les  quatre  expressions 
imaginaires 

a-*-y»cos.0-l--y>sin.0.j/^7  , a — ÿ cos.0 — j>  sin.O.j/— i , 
a f cos.0  -4-af  sin.0 .)/— ■ , ~ cos.0  — -^-sin.O.j/—  1 J 
ou , en  d’autres  termes , les  suivantes 

a+et-hCy/— 7 , a—ct—C y/=7  , att-^-aC / ~i  , ~ Y~i  . 

\ 

En  général  on  fixera  sans  difficulté,  par  le  moyen 
des  principes  établis  dans  le  chapitre  VH,  les  va- 
leurs des  expressions  algébriques  dans  lesquelles 
Tom.  1.  a 
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plusieurs  variables  ou  constantes  imaginaires  se- 
raient liées  entre  elles  par  les  signes  de  l’addition  , 
de  la  soustraction  , de  la  multiplication  ou  de  ta 
division  ; et  l’on  reconnaîtra  sans  peine  que  ces  ex- 
pressions conservent  toutes  les  propriétés  dont  elles 
jouiraient , si  les  variables  et  constantes  qui  s’y 
trouvent  comprises  étaient  réelles.  Par  exemple,  si 
l’on  désigne  par 


x 


> y,  * > 


U,  V , IV 


plusieurs  variables  soit  réelles , soit  imaginaires , on 
aura,  dans  tous  les  cas  possibles , 

x-f-y-t-z . . . — (u-\-v-+-u>. . . . .~u—v-w. . . , 

xy  — yx, 

«(x-4-y-t-Z-H  ...)  =MX-4-My-+- WZ-+-&C...  , 


(«X 


— — — b — H — H &C.  . . , 

U U U U 

x y z x y z 

— X — X — X ...  = , 

u v Uf  u 9 w . ..  , 1 


vx  V 

u ~~~  u j 


(v) 

Considérons  maintenant  la  notation 


** , 

' ' ». 

dans  le  cas  où,  la  constante  a restant  réelle,  la  va- 
riable x obtient  la  valeur  imaginaire 

a -t-  £-/-i  = f (cos. ô ■+-  **n* 
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Si  l’on  prend  pour  a une  quantité  dont  la  valeur 
numérique  soit  un  nombre  entier  m,  cette  même 
notation,  savoir, 

a?  — x±m , 

aura , pour  des  valeurs  réelles  quelconques  de  ce  et 
de  C,  une  signification  précise.  Elle  représentera 
l’expression  imaginaire 

ÿm  cos.  OT0  -t-  fm  sin.  7«ô  . j/—  i , 

si  a = -+-  m ; et  la  suivante 

f>~m  cos.  mô  — f~m  sin.  ff»9.  ]/— I , 

si  a = — m:  [voyez  le  chapitre  VII,  §.  2,  équations 
(18)  et  (19)]-  Mais,  toutes  les  fois  que  la  cons- 
tante a recevra  une  valeur  numérique  fractionnaire 
ou  irrationnelle , la  notation 

x*  . 

n’aura  plus  de  valeur  précise  et  déterminée , à moins 
que  la  partie  réelle  ce  de  l’expression  imaginaire  x 
ne  soit  positive.  Si  dans  ce  cas  particulier  on  fait 

Ç = arc  tang.  — , 

l’arc  £ restera  compris  entre  les  limites  — — y ; 

et,  en  écrivant  x au  lieu  de  ce-v-Cy/—  1 dans  le 
4-e  paragraphe  du  VH.*  chapitre  [équations  (17)  et 
(27)],  on  trouvera 

X — ÿ (cos.  £-+-  }/—  1 sin.  Ç)  , 

X*  = f*  [cos.  I sin.  , 
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en  sorte  que  la  notation  af  désignera  l’expression 

imaginaire 

f>‘  cos.  a^-+-  J>"  sin . a ■}/—  i . 

Il  suit  encore  des  conventions  et  des  principes  ci- 
dessus  établis  [chap.  VII,  §§.  3 et  4],  que,  pour 
une  valeur  numérique  fractionnaire  de  la  constante 
a,  la  notation 

î*f 

représente  à-la-fois  plusieurs  expressions  imagi- 
naires, dont  les  valeurs  sont  données  par  les  deux 
formules 

= ^((i))*,  ((i)y=  cos. ikciTC  rh  |/— I sin.2/-a7T, 

lorsque  la  partie  réelle  cl  de  l’expression  imaginaire 
x est  positive,  et  par  les  deux  suivantes 

« = (-*)' (H))*. 

(( — i))"  = cos.(2^-+-i)a7r  ± ÿ'~'  sin.  , 

lorsque  la  quantité  c i devient  négative  ; [voyez  à ce 
sujet,  dans  le  4-e  paragraphe  du  chapitre  VII,  les 
équations  (25)  et  (26)].  La  même  notation  ne  peut 
plus  être  employée  dans  le  cas  où  la  valeur  numé- 
rique de  a devient  irrationnelle. 

Les  expressions  de  la  forme 

X 

conservent  les  mêmes  propriétés  pour  des  valeurs 
réelles  et  pour  des  Valeurs  imaginaires  de  la  va- 
riable , tant  que  l’exposant  a pour  valeur  numérique 
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un  nombre  entier  ; mais  ces  propriétés  ne  subsistent 
plus  que  sous  certaines  conditions  dans  le  cas  con- 
traire. Soient , par  exemple , 

x~a,-\r-Ç, j/— >,  y—ou-i-Q'y'—i , ■ , Sic... 


plusieurs  expressions  imaginaires,  qui  se  réduiront 
à des  quantités  réelles,  si  £,  £',  Ç>"  s’évanouissent. 
Désignons,  en  outre,  par  a,  b , c . . . des  quantités 
réelles  'quelconques , dont  les  valeurs  numériques 
soient  fractionnaires  ou  irrationnelles,  et  par  m, 
m,  m" . . . plusieurs  nombres  entiers.  On  aura  cons- 
tamment, en  vertu  des  principes  établis  dans  le  VIL* 
chapitre , 


(2)' 


(3) 


(4)- 


m" 

w % iv  • «V  • • • 

. — 

■r~m  ■r~m  1 " 

fcv  • it-  • tt/  • • 

. = 

J 

~.±m  ' r-±m  " 

***  • • tv  • • 

. — 

jç±m±m  '±771  ", 

1 • • ( chacun 

des  nombres  m,  m , m" . . . 
dans  les  deux  membres); 

devant  être  a (Te  etc  du 

même  signe 

• y . .... 

. — 

(xy  z ... 

•)% 

x~m .y~m .z~m  . . . 

• = 

(xyz  .... 

| -m’ 



— • / 

= (x~m\ 

} pi  1 

' 

\ 

On  trouvera  au  contraire  que  des  trois  formules 

(5)  Xa  Xh  Xe  ‘ " = Xa*Ue  * ' ’ • , 

(6)  xa  ya  - ( X1JZ....Y , 
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(7)  (x*y  = , 

ïa  première  subsiste  uniquement  toutes  les  fois  que 
la  partie  réelle  et  de  l’expression  imaginaire  x est 
positive;  la  seconde,  toutes  les  fois  que,  et,  et',  et" ... 
étant  positifs,  la  somme 

* £ £'  G" 

arc  tang.  — - -H  arc  tang.  —r  -4-  arc  tang.  — — -4-  . . * 

..  a cl  0 et 

reste  comprise  entre  les  limites  — — , ; et  la 

2 1 2 7 

dernière,  toutes  les  fois  que,  et  étant  positif,  le  pro^ 
duit 

a . arc  tang.  — 

est  compris  entre  ces  mêmes  limites.  . 

Les  conventions  faites  dans  le  VII.e  chapitre  ne 
suffisent  pas  encore  pour  fixer  d’une  manière  pré- 
cise le  sens  des  notations 

A , Lx , sin.  j:,  cos.  X p arcsin..r,  arc  cos.  X, 

dans  le  cas  où  la  variable  x devient  imaginaire.  Le 
moyen  le  plus  simple  d’y  parvenir  étant  la  considé- 
ration des  séries  imaginaires , nous  renvoyons  ce 
sujet  au  chapitre  IX. 

D’après  ce  qui  a été  dit  ci-dessus , toute  notation 
algébrique,  qui  renfermerait,  avec  les  variables  x> 
y , z ....  supposées  réelles , des  constantes  imagi- 
naires , ne  peut  être  employée  dans  le  calcul  que 
dans  le  cas  où , en  vertu  des  conventions  établies , 

■ elle  aurait  pour  valeur  une  certaine  expression  ima- 
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ginaire.  Une  semblable  expression , dans  laquelle 
la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  j/-T  sont  néces- 
sairement des  fonctions  réelles  des  variables  x , y, 
z ... , est  ce  qu’on  appelle  un e fonction  imaginaire 
de  ces  mêmes  variables.  Ainsi , par  exemple , si 
l’on  désigne  par  <p(,r)  et  %(#)  deux  fonctions 
réelles  de  x,  une  fonction  imaginaire  de  cette  va- 
riable sera 

<?(•*)-*- xG*)  Z-7- 

Quelquefois  nous  indiquerons  une  semblable  fonc- 
tion à l’aide  d’une  seule  caractéristique  -sr , et  nous 
écrirons  en  conséquence 

'&(x)  = q>  {x)  x (x)  /^7. 

‘ I 

Pareillement,  si  Ton  désigne  par  <p(.r,  y,  z ....), 
y(x,  y,  z ....)  deux  fonctions  réelles  des  variables 
x,  y,  z , 

y,  z...)  = Q(x,  y,  z ...)  -t-  y{x>  ÎJ>  *•••) 

x , 

sera  une  fonction  imaginaire  de  ces  diverses  va- 
riables. 

La  fonction  imaginaire 

q>  (x,  y,  z ...)  -+-  y(x,  ij,  z ...)  /-T 

prend  le  nom  de  fonction  algébrique , ou  exponen- 
tielle, ou  logarithmique,  ou  circulaire,  &c...  , et, 
dans  le  premier  cas,  le  nom  de  fonction  ration- 
• nelle  ou  irrationnelle,  entière  ou  fractionnaire,  6cc.., 
toutes  les  fois  que  fes  fonctions  réelles  <p(x,  y,  z ...), 
X(.r,  y,  z ...}  jouissent  l’une  et  l’autre  des  proprié^s 
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que  suppose  le  nom  dont  il  s’agit.  Ainsi,  en  parti- 
culier , la  forme  générale  d’une  fonction  imaginaire 
et  linéaire  des  variables  x,  y,  z . . . . sera 

(a-\-bx-\-cy-\~dz-^. ..)-+-(« '-\-b' x-\-dy->rdz->r. . .)]/~ , 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

ô-fr-fl  j/  — i — I— ( A — i— A y/  — i )x-+-(c-Hc  y/ — i y/ — i )sH-Stc. , 

a,  b,  c,  d, ...  à , b' , c , d’ , . . . désignant  des  cons- 
tantes réelles. 

On  doit  distinguer  encore  parmi  les  fonctions 
imaginaires , comme  parmi  les  fonctions  réelles , 
celles  qu’on  nomme  explicites,  et  qui  sont  immé- 
diatement exprimées  au  moyen  des  variables,  de 
celles  qu’on  nomme  implicites,  et  dont  les  valeurs 
déterminées  par  certaines  équations  ne  peuvent  être 
explicitement  connues  qu’après  la  résolution  des 
équations  dont  il  s’agit.  Soit 

'sr(.r)  ou  '&(x,  y,  z,  ...) 

une  fonction  imaginaire  implicite  déterminée  par 
une  seule  équation.  On  pourra  représenter  cette 
fonction  par  m-huj/—  i , u , v désignant  deux  .quan- 
tités réelles;  et,  si  dans  l’équation  imaginaire  qu’elle 
doit  vérifier  on  écrit,  au  lieu  de  -zy  ( .r  ) , ou  de 
^{x,  y,  z,  ...), 

Il  -H  V , 

après  avoir  développé  les  deux  membres,  puis  égalé 
de  part  et  d’autre  les  parties  réelles  et  les  coefficiens 
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de  j/^ï , on  obtiendra  deux  équations  réelles  entre 
les  fonctions  inconnues  u et  v.  La  résolution  de  ces 
dernières  équations,  lorsqu’elle  pourra  s’effectuer, 
fera  connaître  les  valeurs  explicites  de  u et  de  v,  et 
par  suite  la  valeur  explicite  de  l’expression  imaginaire 

. u -+-  v >/— T. 

Pour  qu’une  fonction  imaginaire  d’une  seule  va- 
riable soit  complètement  déterminée,  il  est  néces- 
saire et  il  suffit  que  de  chaque  valeur  particulière 
attribuée  à la  variable  on  puisse  déduire  la  valeur 
correspondante  de  la  fonction.  Quelquefois , pour 
chaque  valeur  de  la  variable , la  fonction  donnée  en 
obtient  plusieurs  différentes  les  unes  des  autres. 
Conformément  aux  conventions  précédemment  ad- 
mises, nous  désignerons  ordinairement  ces  valeurs 
multiples  d’une  fonction  imaginaire  par  des  nota- 
tions dans  lesquelles  nous  ferons  usage  de  doubles 
traits  ou  de  doubles  parenthèses.  Ainsi,  par  exemple, 


v/ cos.  Z ■ 


V- 


< sin.  z 


OU 


((  cos.  Z -+*  ]/— i sin.  2))  ” 

\ 

indiquera  l’une  quelconque  des  racines  du  degré  n 
de  l’expression  imaginaire  ' . ■ 

cos.  Z -+-  y'—’  sin.  Z. 
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J.  2.'  Sur  les  Expressions  imaginaires  infiniment 
petites  y et  sur  la  continuité  des  Fonctions  ima- 
ginaires. 

Upe  expression  imaginaire  variable  est  appelée 
infiniment petite , lorsqu’elle  converge  vers  ja  limite 
zéro  ; ce  qui  suppose  que  dans  l’expression  donnée 
la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  convergent 
en  même  temps  vers  cette  limite.  Cela  posé , repré- 
sentons par 

et  -+-  C ÿr-~'  — f (cos.  9 -+-  sin.  9 ) 

une  expression  imaginaire  variable;  et,  C,  désignant 
deux  quantités  réelles  , auxquelles  on  peut  substi- 
tuer le  module  j>  et  l’arc  réel  9.  Pour  que  cette  ex- 
pression soit  infiniment  petite , il  sera  évidemment 
nécessaire  et  suffisant  que  son  module 

/ = /( e t1  ) 

soit  lui-même  infiniment  petit. 

Une  fonction  imaginaire  de  la  variable  x suppo- 
sée réelle , est  appelée  continue  entre  deux  limites 
données  de  cette  variable,  lorsqu’entre  ces  limites 
un  accroissement  infiniment  petit  de  la  variable  pro- 
duit toujours  un  accroissement  infiniment  petit  de 
la  fonction  elle-même.  Il  en  résulte  que  la  fonction 
imaginaire 

(* ) *+■  % («*)  Vi- 
sera continue  entre  deux  limites  données  de  x , si 
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les  fonctions  réelles  Cp(.r)  et  ^(x)  restent  continues 
entre  ces  limites. 

On  dit  qu’une  fonction  imaginaire  de  la  variable 
x est,  dans  le  voisinage  d’une  valeur  particulière  de 
x,  fonction  continue  de  cette  variable,  toutes  les  fois 
quelle  reste  continue  entre  deux  limites  même  très- 
rapprochées,  qui  renferment  la  valeur  dont  il  s’agit. 

Enfin , lorsqu’une  fonction  imaginaire  de  la  va- 
riable x cesse  d’être  continue  dans  le  voisinage 
d’une  valeur  particulière  de  cette  variable , on  dit 
quelle  devient  alors  discontinue , et  qu’il  y a pour 
cette  valeur  particulière  solution  de  continuité. 

En  partant  des  notions  qu’on  vient  d’établir  rela- 
tivement à la  continuité  des  fonctions  imaginaires , 
on  reconnaîtra  facilement  que  les  théorèmes  i , 2 et 
3 du  II.e  chapitre  [§.  2]  subsistent  dans  le  cas  même 
où  l’on  remplace  les  fonctions  réelles 

f{x)  et  f(x,  y,  z....) 

par  des  fonctions  imaginaires 

et  <p(x,  y,  z.^^jx,  y,  2...)/=T. 

On  peut  en  conséquence  énoncer  les  propositions 
suivantes. 

1.*'  THÉORÈME.  Si  les  variables  réelles  .r,  y,  z ... 
ont  pour  limites  les  quantités  fixes  et  déterminées 
x,  Y,  Z ...  y et  que  la  fonction  imaginaire 

x(x>  y> z •••)  Z37 

soit  continue  par  rapport  a chacune  des  variables 
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*,  y,  z ...  clans  le  voisinage  du  système  des  valeurs 
particulières 

x — X,  ij  — Y , z — Z,  &c 

y>  z>  •••)"•“  x y>  z>  • • •)  v 

aura  pour  limite 

<?(x,  y, Z,...)  + X(X,  r,z,...)/rr; 

ou , si  l on  fait , pour  abréger , 

$(-r>  y>  y>  Z")-/—'  — '&(*,  y > z...) , 

y>  z>  •••)  aura  pour  limite  m [x,  Y,  z, ...). 

2.e  Théorème.  Désignons  par  à,  y,  x ...  plu- 
sieurs fonctions  réelles  de  la  variable  t , qui  soient 
continues  par  rapport  a cette  variable  dans  le  voi- 
sinage de  la  valeur  réelle  t ■=.  t.  Soient  de  plus 

x,  y,  z ...  les  valeurs  particulières  de  x,  y,  z 

correspondantes  a t ~t  ; et  supposons  que  dans 
le  voisinage  de  ces  valeurs  particulières  la  fonc- 
tion imaginaire 

y> z •••) = y>  z-)-*-x(x>  y>  -z-)/-7 

soit  en  même  temps  continue  par  rapport  à x,  par 
rapport  à y,  par  rapport  a z,  &c...  : * [x,  y>  z ...), 
considérée  comme  une  fonction  imaginaire  de  t , 
sera  encore  continue  par  rapport  à • t , dans  le  voi- 
sinage de  la  valeur  particulière  t — T. 

Si  dans  le  théorème  précédent  on  réduit  les  va- 
1 iables  x,  y , z ...  à une  seule , on  obtiendra  l’énoncé 
suivant. 
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3.*  Théorème.  Supposons  que  dans  F expression 

-ar  (*)  = <p  (x)  -+-%(•*). 

la  variable  x soit  fonction  réelle  d’une  autre  va- 
riable t.  Concevons  de  plus  que  la  variable  x soit 
fonction  continue  de  t dans  le  voisinage  de  la  valeur 
particulière  t—T,  et  {x)  fonction  contmue  de  x 
dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière  x = x, 
correspondante  à t=T.  L’ expression  imaginaire 
*(x),  considérée  comme  une  fonction  de  t,  sera  en- 
core continue  par  rapport  h cette  variable  dans  le 
voisinage  de  la  valeur  particulière  t=T. 


J.  3.'  Des  Fonctions  imaginaires  symétriques , 
alternées  , ou  homogènes. 

En  étendant  aux  fonctions  imaginaires  les  défi- 
nitions que  noys  avons  données  [chapitre  III]  des 
fonctions  symétriques,  ou  alternées,  ou  homogènes 
de  plusieurs  variables  x,  y,  z ... , on  reconnaît  im- 
médiatement que 

<P  (•**,  y , z ...)  -t-  x(*>  y> z •••) 

est  une  fonction  symétrique,  ou  alternée,  ou  homo- 
gène du  degré  a par  rapport  aux  variables  x,  y,  z..., 
lorsque  les  fonctions  réelles 

q>(x,y,  z ...),  x{x>y>z‘-) 
sont  Tune  et  l’autre  symétriques,  ou  alternées,  ou 
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i 

homogènes  du  degré  a par  rapport  à ces  mêmes 
variables. 


4.c  Sur  les  Fonctions  imaginaires  et  entières  d’une 
ou  de  plusieurs  variables. 

En  vertu  de  ce  qui  a été  dit  ci-dessus  [J.  Her]  , 

<K*)  + x(x)  V*1 

et 

sont  deux  fonctions  imaginaires  et  entières,  l’une  de 
la  variable  et,  l’autre  des  variables  x,y,  z ...,  lorsque 

<J)(x)et  <p(x,y,«...)et^(x,y,*...) 

sont  des  fonctions  réelles  et  entières  de  ces  mêmes 
variables.  Par  suite,  si  •ar(.r)  représente  une  fonc- 
tion imaginaire  et  entière  de  la  variable  x,  la  valeur 
de  tsr  (x)  sera  déterminée  par  une  équation  de  la 
forme 

'Gr(x)  = <$  (x)  1/^ 

—a0+alx-4-a1xt-i-...-+-(bB-+-ltlx-*-bxx*-4-...)  j/^7 , 

<*c  a,,  oxi  — b0,bt,  bt,...  désignant  des  constantes 
réelles.  On  conclura  de  cette  équation , en  réunis- 
sant les  coefliciens  des  puissances  semblables  de  x, 

^1)  <ar(j)=(a0-|-è0y/ZT)-f-(at-t-4lV/^7)x-H(a1-t-6jl/~l')x1-4-&c... 

Pour  que  la  fonction  -ar  (x)j  déterminée  par  la  for- 


Digitized  by  Google 


/ 


I."  PARTIE.  CH  AP»  VIII.  255 

mule  précédente , s’évanouisse  avec  x,  il  faut  que 
l’on  ait 

aQ  •+*  bQ  = o , 

* % 

c’est-à-dire,  «0=o  et  b0  — o,  auquel  cas  la  valeur 
de  'zsr  (x)  se  réduit  à 

'a -(x)  = (a,-*-b,  ÿ'~')  x -+-  (a,-*-  b x j/—î) x &c. . . 

= x[al-rbl  }/— • -*-{&x-*-bt  y'— 7).r -t-&c....]. 

Ainsi , toute  fonction  imaginaire  et  entière  de  la 
variable  x , lorsqu’elle  s’évanouit  avec  cette  va- 
riable , est  le  produit  du  facteur  x par  une  seconde 
fonction  de  la  même  espèce , ou , en  d’autres  termes, 
est  divisible  par  x.  En  partant  de  cette  remarque , 
on  étendra  facilement  les  théorèmes  i et  2 du  cha- 
pitre IV  [§.  1.“]  au  cas  où  les  fonctions  entières 
qui  s’y  trouvent  mentionnées  sont  en  même  temps 
imaginaires.  J’ajoute  que  ces  deux  théorèmes  sub- 
sisteront encore  , si  l’on  y remplace  les  valeurs 
particulières  et  réelles  attribuées  à la  variable  x , 
telles  que 

X0}  Xt,  Xx,  &c 

par  des  valeurs  imaginaires 

Pour  démontrer  cette  assertion , il  suffit  d’établir 
les  deux  propositions  suivantes. 

l.er  Théorème.  Si  une  fonction  imaginaire  et 
entière  de  la  variable  x s évanouit  pour  une  valeur 
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particulière  de  cette  variable , par  exemple , pour 

x — cta  -+-  C0  •/—  ■ , 

celte  fonction  sera  divisible  algébriquement  par 
x — et,  — C,  ■/—  i . 

Démonstration.  En  effet,  soit 

'ar{x)  = Q{x)  + x{x)V~' 

la  fonction  imaginaire  dont  il  s’agit.  Si  l’on  y fait 

X — CL0  -+-  C0  ■/—  i Z , 

z désignant  une  nouvelle  variable , on  obtiendra 
évidemment  pour  résultat  de  la  substitution  une 
fonction  imaginaire  et  entière  de  z , savoir , 

“zr  (*-„■+-  z)  : 

et , comme  cette  fonction  de  z devra  s’évanouir  pour 
z — o , on  en  conclura  que 

,'zs’  (#)  ==  -ar  (et.  -t-  C,  ■+■  z) 

* , ^ 

est  divisible  par 

fi  , — • jÛOJ 

z = x — et,  — y— i. 

Corollaire  i.,r  La  proposition  précédente  sub- 
siste dans  le  cas  même  où  la  fonction  ^(x)  s’éva- 
nouit, c’est-à-dire,  dans  le  cas  où  'ar{x)  se  réduit 
à une  fonction  réelle  Cp(x). 

Corollaire  2 / Le  théorème  précédent  subsiste 
encore,  lorsqu’on  suppose  £=o  , et  par  conséquent 
lorsque  la  valeur  particulière  attribuée  à la  variable 
x est  réelle. 
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2.*  THÉORÈME.  Si  une  fonction  imaginaire  et 
entière  de  la  variable  x s’évanouit  pour  chacune 
des  valeurs  particulières  de  x comprises  dans  la 
suite 

c('0-hGoy'—ï  , et, -i- i , et,  -t-  C,  > • • • 


n désignant  un  nombre  entier  quelconque , cette 
fonction  sera  équivalente  au  produit  des  facteurs 

x •“  ctQ  o y/  ”i  i x et  J “C  i i » x ■••Cj  ^ f &c. . « • 

• • X*“  1 — f 

•<  . 

par  une  nouvelle  fonction  imaginaire  et  entière  de 
la  variable  x. 

Démonstration.  Soit 

-ar  (x)  =-<p  (x)  ^ (x) 

la  fonction  proposée.  Comme  elle  doit  s’évanouir 
pour 

X = CL0  -t-  £0  /“ , 

elle  sera,  en  vertu  du  théorème  !.*%  algébrique- 
ment divisible  par 

X — <ta  — £0  yCT  ; 

et  Ton  aura  en  conséquence 

(2)  -ar  (x)  = (x  — ct0  — C„  y/~)  Qa , 

O»  désignant  une  nouvelle  fonction  imaginaire  et 
entière  de  la  variable  x.  La  fonction  -ar(x)  devant 

TOM.  I*  R 

•« 
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s’évanouir  encore,  lorsqu’on  suppose 

p 

X — CC,  -H  G,  /—  , 

cette  supposition  réduira  nécessairement  à zéro  le 
second  membre  de  l’équation  (2) , et  par  conséquent  ' 
l’un  des  deux  facteurs  qui  le  composent  [ voyez  le 
VH.*  chapitre,  §.2,7.*  théorème,  corollaire  2].  De 
plus,  comme  le  premier  facteur 

x — <t0  — C0 

ne  peut  devenir  nul  pour 

x — cl,  ■+-  Ç,  y' — 1 , * 

tant  que  les  valeurs  particulières 

*0  £.  v'-'  » *«-+-£.  V-* 

sont  distinctes  l’une  de  l’autre,  il  est  clair  qu’en  at- 
tribuant à x la  seconde  de  ces  deux  videurs  on 
devra  réduire  à zéro  la  fonction  entière  Q0 , et  par 
suite , que  cette  fonction  entière  sera  divisible  algé- 
briquement par 

x — cl,  — C, 

On  aura  donc 

Q0  — (x  — et,  — C,  -/-l)  Q,  , 

Q désignant  une  nouvelle  fonction  imaginaire  et 
entière  de  la  variable  x;  en  sorte  que  l’équation  (2) 
pourra  se  mettre  sous  la,  forme 

(3) 
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En  raisonnant  comme  on  vient  de  le  faire , on 
trouvera,  i.°  que,  la  fonction  -zr  (.r)  devant  s’éva- 
nouir en  vertu  de  la  supposition 

x — ce,  Ç>x  , 

cette  supposition  réduit  nécessairement  à zéro  le 
second  membre  de  l’équation  (3) , et  par  conséquent 
l’un  de  ses  trois  facteurs;  a.°  que  le  facteur  réduit 
à zéro  ne  peut  être  que  la  fonction  entière  Qt , tant 
que  les  trois  valeurs  particulières  de  x désignées  par 

û'o  ■+•  C Y~ 1 » V~*  » ct*  ■+■  Y~ 1 

sont  distinctes  l’une  de  l’autre  ; 3 .°  que  la  fonction 
entière  Qt  , devant  s’évanouir  pour 

x = ctl  h-  C,  /“  , 

est  algébriquement  divisible  par 

X — CLX  — Cx  y'—  1 . 

On  aura  par  conséquent 

Qt  = (x  — 6,  Y~x)  Q, , 

et  par  suite 

(4)  ’^{x)=(x—aQ—Ctly/Z7)  (x— et,— £ ,yC7)  {x~a.x—Ç  xy~)  Qx  > 

Qx  désignant  encore  une  fonction  imaginaire  et 
entière  de  la  variable  x.  En  continuant  de  la  même 
manière,  on  finira  par  reconnaître  que,  dans  le  cas 
où  la  fonction  entière  <sr(x)  s’évanouit  pour  n valeurs 
différentes  de  x respectivement  désignées  par 

R * 
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oV~~l  y Y”1  > <*•»-*"£»  V~*  » &«••• 

rf-n-i  *+■  £»—  /=:  * 

on  a nécessairement 


-ar(j)  =(x— «o— £ 0y/Z7)*(x— — i )*•• 

* (*—  *«-»  *=£  n-.  >/— *) 


Q désignant  une  nouvelle  fonction  entière  de  la 
variable  x. 

II  est  à-peu-près  inutile  d’observer  que  le  théo- 
rème précédent  subsiste  lorsqu’on  suppose 

. x(æ)  = ° » 

ou  bien 

C0~  O , C,  — O , Ct  — O , ....  — O j 


c’est-à-dire , lorsque  la  fonction  'srÇx) , ou  les  valeurs 
particulières  attribuées  à la  variable  x,  deviennent 
réelles. 

A l’aide  des  principes  établis  dans  ce  paragraphe , 
on  démontrera  sans  difficulté  que,  dans  le  chap.  IV 
[ §.  i .er] , les  théorèmes  3 .*  et  4 e avec  la  formule  ( 1 ) 
peuvent  être  étendus  au  cas  où  les  fonctions  et  les 
variables  deviennent  imaginaires,  ainsi  que  les  va- 
leurs particulières  attribuées  aux  unes  et  aux  autres. 
On  prouvera  de  même  que  les  propositions  1 .re , 
2.e  et  3.%  avec  les  formules (1)  et (2),  dans  le  second 
paragraphe  du  chapitre  IV  , et  les  formules  ( 2 ) , 
(3) , (4),  (5), . (6) , dans  le  3 / paragraphe  du  même 
chapitre , subsistent , quelles  que  soient  les  valeurs 


• t 
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réelles  ou  imaginaires  des  variables,  des  fonctions, 
et  des  constantes.  Ainsi,  par  exemple , on  reconnaîtra 
en  particulier  que  iequation  (6)  du  3 paragraphe , 
savoir , / 

( (*-Hy)"  _ x11  , *"-«  y 

1.2.3...»  1.2.3...»  1.2.3'.  .("“O  1 

* • y1""1  y" 

i * 1 .2.3  ...(»—  1)  1.2.3.'..»’ 

a lieu  pour  des  valeurs  imaginaires  quelconques  des 
variables  or  et  y. 


J.  5.*  Détermination  des  Fonctions  imaginaires  conti- 
nues d’une  seule  variable  propres  à vérifier  certaines 
conditions.  ...  ... 

Soit  t 

<ar  (x)  = <j>  (x)  /“  x (*) 

une  Fonction  imaginaire  continue  de  la  variable  x, 
Cj>(.r)  et  xix)  désignant  deux  fonctions  continues , 
mais  réelles.  La  fonction  imaginaire  -zr  ( .r  ) sera 
complètement  déterminée,  si  elle  est  assujettie  à 
vérifier,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  des 
variables  x et  y , l’une  des  équations 

(1)  -sr  (.r  h-  y)  = -nr  (x)  ^ (y) , 

(2)  -sr(j:-+-y)  = -sr(.r)  x -zîr(y)  ; 

ou  bien , pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives 
des  mêmes  variables,  l’une  des  équations  suivantes 
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(3')  *r  (r  y)  = «•  (r)  -+-  «r  (y) , 

(4)  •&  {xif)  = -or  (x)  x -ar  (y). 

Nous  allons  résoudre  successivement  ces  quatre 
équations,  ce  qui  nous  fournira  quatre  problèmes 
analogues  à ceux  que  nous  avons  déjà  traités  dans 
le  1 ."  paragraphe  du  V.e  chapitre. 

l.er  Problème.  Déterminer  la  fonction  imagi- 
naire *r  (a?)  de  manière  quelle  reste  continue  entre 
deux  limites  réelles  quelconques  de  la  variable  x , 
et  que  l’on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des 
variables  x et  y, 

(1)  + = « r (ir) -h -sr  (y). 

* ^ ' % * l»  x 

SOLUTION.  Si , à l’aide  de  la  formule 

'Gr(x)-q>(x)  + x{:v)V-'> 

on  remplace  dans  I équation  (1)  la  fonction  imagi- 
naire *ar  par  les  fonctions  réelles  c}>  et  cette 
équation  deviendra 

9 (*+yH-X  = 9 0*3  +x(*)  ■+■  9 Cs/H-x  (y)  V~  ' 

puis  l’on  en  conclura,  en  égalant  de  part  et  d’autre 
les  parties  réelles  et  les  coefficiens  de  j/^î , 

<K**-y)  = <?(•*) 

x(^y)^%(*)-*-%(y). 

On  tirera  de  ces  dernières  formules  [ voyez  le  cha- 
pitre V,  §.  1 , 1 .*r  problème] 
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<?>(•*)  = or<f>(i) , 

%(*)  = *x(0.î  . . 

et  par  suite 

(5)  ^ (*)  = .**[>  (0 x(0  Z117  ]> 

ou , ce  qui  revient  au  même , i ; > - • • 

(6)  «ar  (j?)  = x -sr  ( 1 ). 

Il  suit  de  l’équation  (5)  que  toute  valeur  de  ■ar(.r) 
propre  à résoudre  la  question  proposée  est  néces- 
sairement de  la  forme  . 

(7)  «“W  = (a  + by/~i)x , 

a,  b désignant  deux  quantités  constantes.  II  est 
d’ailleurs  facile  de  s’assurer  qu’une  semblable  valeur 
de  -ar(.r)  vérifie  l’équation  (1),  quelles  que  soient 
les  deux  quantités  a et  b.  Ces  quantités  sont  donc 
deux  constantes  arbitraires. 

On  peut  remarquer  que , pour  obtenir  la  valeur 
précédente  de  '&(#),  il  suffit  de  remplacer,  dans  la 
valeur  de  <p(x)  que  fournit  l’équation  (7)  du  V.* 
chapitre  [§.  i.er],  la  constante  arbitraire  et  réelle  a 
par  la  constante  arbitraire , mais  imaginaire , 

a b ÿ'—î. 

2.'  Problème.  Déterminer  la  fonction  imagi- 
naire 'or  de  manière  quelle  reste  continue  entre 
deux  limites  réelles  quelconques  de  la  variable  x , 
et  que  l’on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des 
variables  x et  y , 
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(2)  ‘ar(x+y)  = -ar  (x) , -sr  (y). 

SOLUTION.  Si  dans  i équation  (2)  on  fait  x=o, 

on  en  tirera 

/ 

v - '»(°)=i. 

ou , ce  qui  revient  au  même  [à  cause  de  la  formule 
*sr(x)  = Cp(x)-H  XW/^]. 

et  par  suite 

<K°)  = 1 » x(°)  = °- 

La  fonction  d>  (x)  se  réduira  donc  à Funité  pour  la 
valeur  particulière  o attribuée  à la  variable  x ; et, 
puisqu’on  la  suppose  continue  entre  des  limites  quel- 
conques, il  est  clair  quelle  sera,  dans  le  voisinage 
de  cette  valeur  particulière , très-peu  différente  dê 
l’unité,  par  conséquent  positive.  On  pourra  donc, 
en  désignant  par  a,  un  nombre  très -petit,  choisir 
ce  nombre  de  manière  que  la  fonction  <q>(x)  reste 
constamment  positive  entre  les  limites 

x~o,  x — a. 

.<  1 

Cette  condition  étant  remplie , comme  la  quantité 
<P  (a)  sera  elle-même  positive , si  l’on  fait 

’ V , ’ 

/ = /[(<H*  (x*)‘]  » £= arc  tan&.  . 

on  en  conclura 

«■(*) = W VF  =/  [cos-  F VF sin-  {]* 
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Concevons  maintenant  que  dans  I équation  (2) 
on  remplace  successivement  y par  y-*-z , puis  z par 
5+«;  &c....;  on  en  déduira 

1 ‘ ■. 

■7Ï  (x-+-y-+-z -t-  <...)  = (y) '&(z)  - 

quel  que  soit  le  nombre  des  variables  x,  y,  z,  &c... 
Si  de  plus  on  désigne  par  m ce  même  nombre , et 
que  l’on  fasse 

x = y — z = &c...  = et , 

l’équation  qu’on  vient  de  trouver  donnera 

‘zsr(mct)  = [-zr(ct)]'"  = fm  [cos.  m£i-/=7sin.m£j. 

J’ajoute  que  la  formule 

'or  (m et)  ~ y*  [cos.  in  ? -+-  -/—î  sin.m^] 

s-.ü’  r 7 ::  /•'  • • • • 

subsistera  encore , si  l’on  y remplace  le  nombre  en- 
tier m par  nne  fraction  ou  môme  par  un  nombre 
quelconque  fx.  C’est  ce  que  l’on  prouvera  facile- 
ment ainsi  qu’il  suit. 

Si  dans  l équation  (2)  on  fait  x—^et,  y = ~ct, 
on  en  tirera 

Kl4)]  = ^(ct)=/[cos.£-f-/^sin,£];  , 

puis  , en  extrayant  les  racines  carrées  des  deux 
membres , de  manière  que  les  parties  réelles  soient 
positives,  et  observant  que  les  deux  fonctions  Ç(x), 
cos.x  restent  positives,  la  première  entre  les  limites 
x = o , x = <t,  la  seconde  entre  les  limites  x = o, 
•*•=£,  on  trouvera 
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^ . • ‘ f * “ ‘ » **  - 

= f 1 [C0S-  T ■+■  V-'  ®în-  y]- 

De  même,  si  dans  l’équation  (l)  on  fait  .z  = ^ et, 
et,  on  en  tirera 

Ki *)]* ='5r  (t  *)  =/ 5 [cos-  si«- t]  i 

puis,  en  extrayant  les  racines  carrées  des  deux 
membres  de  manière  à obtenir  des  parties  réelles 
positives , 

- i j | . - , . \ ■ . *• 

v (t  a)  =f  * [cos-  T + r'-7  sin-  j]- 

Par  des  raisonnemens  semblables,  on  établira  suc- 
cessivement les  formulés 


■i  / in 


(t  *)  =/  *'(«*•  f V^«n.  f]  , 


(?6  *)  =/  16  [cos-  76  -+-VCT^-  À]  » 

■ * : • (i  : ■ , i r ;•  in  1 


&e. . 


et , en  général , n désignant  un  nombre  entier  quel- 
conque , 

^(-L  *)=/-?-  [cos. {-L.  Q+/Z 7 si„.  (ijr  {)■]. 

Si  Ton  opère  sur  la  valeur  précédente  de  ct^ 

pour  en  déduire  celle  de  'ar^-et^  , comme  on  a 
opéré  sur  la  valeur  de  •ar(ct)  pour  en  déduire  celle 
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de  -ar  (m  a.) , on  trouvera  ' 

* *)  =/  ^ [cos-  (tî' C)  ^ sin‘  0]  * 

~ . I 

ou , ce  qui  revient  au  même , 
et  par  suite 

GK)’ 

x&a)=f~7*ïn-  (tK) : 

puis , en  supposant  que  la  fraction  — varie  de  ma- 
nière à s’appiocher  indéfiniment  du  nombre  /x  , et 
passant  aux  limites , on  obtiendra  les  équations 

<p(fA,CL)=fM  COS.  pÇy  Xil**)—/ 

desquelles  on  conclura 

; . 

(8)  v{fM t)=/"[  cos.  -+-  )/— ~ sin.  /*,£]. 

De  plus,  si  dans  l'équation  (2)  on  pose  x — fxa,, 
y—  — fx.  a.,  on  en  tirera 

«r(-A^)=^j=f  ’ ' [cos.(-^Ç)-k/=T  sin. (-/*£)]. 

* * % • , . J , î,  , ■ 

La  formule  ( 8 ) subsistera  donc  lorsqu’on  y rem- 
placera [K  par  — ia.  En  d’autres  termes,  on  aura, 
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pour  des  valeurs  réelles  quelconques  positives  ou 
négatives  de  la  variable  x , 

(?)  'ar  (etx)  =_p  [cos.  {x  -t-  y/HY  »in.  {x]  = [*■  (*)]*• 

Si  dans  cette  dernière  formule  on  écrit  — au  lieu 

\ * 

de  x,  elle  deviendra 

(10)  *■(*)  — J>  * j^cos.  ^ *in.  ^ x)]  = [<*■(*)]  « : 

et,  si  l’on  fait  ensuite,  pour  abréger, 


on  trouvera  ' 

(12)  -zr(.r)  = A*  [cos.  kr-t-f/^Tsin.  bx\ 

Ainsi,  toute  valeur  de  -ar (V)  propre  à résoudre  la 
question  proposée  sera  nécessairement  de  la  forme 

A * [cos.  bx  -t-  •}/— T sin.  bx~\ , 

A , b désignant  deux  constantes  réelles , dont  la 
première  ne  pourra  être  que  positive.  II  est  d’ail- 
leurs facile  de  s’assurer  qu’une  semblable  valeur  de 
■or  (x)  vérifie  l’équation  (2) , quelle  que  soit  la  valeur 
du  nombre  A et  celle  de  la  quantité  b.  Ce  nombre 
et  cette  quantité  sont  donc  des  constantes  arbitraires. 

Corollaire.  Dans  le  cas  particulier  où  la 
fonction  <p(.r)  doit  rester  positive  entre  les  limites 
x—o , x=  1 , on  peut , au  lieu  de  supposer  et  très- 
petit  , prendre  et  = 1 ; et  l’on  conclut  alors  immé- 
diatement des  équations  (p)  et  (10) 
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(13)  ^(4-|>(l)]X* 

3.'  Problème.  Déterminer  la  fonction  imagi- 
naire nr(x)  de  manière  qu  elle  reste  continue  entre 
deux  limites  positives  quelconques  de  la  variable  x, 
et  que  l’on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  positives  des 
variables  x et  y , 

(3)  ®-(jry)= -o- (»)-!-«•  (y). 

4 

Solution.  Si,  à l’aide  de  la  formule 

(•*■)  = <?(*)  ■+■  % (-r)  Z37  » 

on  remplace  dans  l’équation  (3)  la  fonction  imagi- 
naire -sr  par  les  fonctions  réelles  <}>  et  % , puis , que 
l’on  égale  de  part  et  d’autre  les  parties  réelles  et  les 
coefficiens  de  , on  trouvera 

<P(-*fy)  = <P  (*)-*“  <P  (y)  1 
% (*y)  = % M x (y)- 

Si  de  plus  on  désigne  par  A un  nombre  quelconque, 
et  par  L la  caractéristique  des  logarithmes  dans  le  * 
système  dont  la  base  est  A , on  tirera  des  équations 
précédentes [voy.  le  chapitre  V,  §.  i.tr,  j.'probl.] 

X(*)  = X{A)'  L(*): 

et  l’on  en  conclura 

0.4)  'r(x)  = [Q(A)  + X(A)v'F'l'L(a:)’. 

ou , ce  qui  revient  au  même , 
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(15)  *ar  (x)  = -zr(A)  i L(x). 

II  suit  de  la  formule  (i4)  que  toute  valeur  de  -3r(x) 
propre  à résoudre  la  question  proposée  est  néces- 
sairement de  la  forme 

(16)  -u  (x)  = (a  -+-  b y/^)  L (x)  , 

. * • • j 

a,  b désignant  deux  quantités  constantes.  II  est  d’ail- 
leurs facile  de  s’assurer  qu’une  jemblable  valeur  de 
*ar(x)  vérifie  l’équation  (3),  quelles  que  soient  les 
quantités  a et  b.  Ces  quantités  sont  donc  deux  cons- 
tantes arbitraires. 

On  peut  remarquer  que , pour  obtenir  la  valeur 
précédente  de  nr  '(*)»  H suffit  de  remplacer,  dans  la 
valeur  de  cp  [x)  que  fournit  l’équation  (12)  du  V.e 
chapitre  [ §.  i.er],  la  constante  arbitraire  et  réelle  a 
par  la  constante  arbitraire,  mais  imaginaire, 

a -+■  b j/^7. 

Nota.  On  pourrait  arriver  très-simplement  à l’é- 
t quation  ( 1 5)  de  la  manière  suivante. 

En  vertu  des  formules  identiques 


féquation  (3)  devient 

Comme  dans  cette  dernière  les  quantités  variables 
Lx , Ly  admettent  des  valeurs  réelles  quelconques 
positives  ou  négatives,  il  en  résulte  qu’on  aura,  pour 
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lotîtes  les  valeurs  réelles  possibles  des  variables  x 
et  y, 

'5r(Ax~?)  = -Z?-  (Ax)  -zzr  (A?). 

On  en  conclura  [voyez  le  i .er  problème,  équat.  (6)] 
-sr  (A *)  = x -sr  (A  ')  = x-sr(A) , 
et  par  suite 

-ar  (A  lx)  = -zsr  (A) . Lx  , 
ou , ce  qui  revient  au  même , 

•a'(jr)  = 'sr  (A)  . Lx. 

4.e  Problème.  Déterminer  la  fonction  imagi- 
naire 'sr  [f]  de  manière  qu  elle  reste  continue  jentre 
deux  limites  positives  quelconquês  de  la  variable  x, 
et  que  l’on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  positives  des 
variables  x et  y , 

(4)  'ar{xij)  = -u{x).  7sr{y). 

SOLUTION.  Il  serait  facile  d’appliquer  à la  solu- 
tion de  ce  problème  une  méthode  semblable  à celle 
que  nous  avons  employée  pour  résoudre  le  second. 
Mais  on  arrivera  plus  promptement  à la  solution 
cherchée  , si  l’on  observe  qu’en  désignant  par  L la 
caractéristique  des  logarithmes  dans  le  système  dont 
la  base  est  A on  peut  mettre  l’équation  (4)  sous  la 
forme 

-ar  (A  = -ar  [ALx).'ar  (AL/). 

Comme  dans  cette  dernière  équation  les  quantités 
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variables  L x , Ly  admettent  des  valeurs  réelles 
quelconques  positives  ou  négatives,  il  en  résulte 
qu’on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles 
des  variables  x et  y , 

7 - {A***)  ==  73- [Ax)  .isr  (Ar). 

On  en  conclura,  en  représentant  par  & un  nombre 
très- petit,  et  remplaçant  dans  l’équation  (.io)  du 
second  problème  rar{x)  par 

- {A  ”)  = ['5r(^,)]«. 

On  trouvera  par  suite 

'n[A,x)  = ['&(A')]~  , 1 > 

ou , ce  qui  revient  au  même , 


L* 


(*7)  'o-(x)  = [«*(i4‘)]  ‘ . 

- H. est  essentiel  d’observer  que  la  fonction  imagi- 
naire 'sr  (/I  * ) , et  par  conséquent  sa  partie  réelle 
<p(Ax),  se  réduisent  à l’unité  pour  x=o-,  ou,  en 
d’âutres  termes,  que  la  fonction  imaginaire  •ar(.r)  et 
sa  partie  réelle  <£(#)  se  réduisent  à l’unité  pour 
■x=  i.  C’est  ce  que  l’on  peut  démontrer  directe- 
ment , en  prenant  dans  l’équation  (4) 

x — A°  = i. 


Quant  au  nombre  et,  il  doit  seulement  être  assez 
petit  pour  que  la  partie  réelle  de  la  fonction  imagi- 
naire -sr  {Ax)  reste  constamment  positive  entre  les 
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faillites  x—o , .r=et.  Cette  condition  étant  remplie, 
la  partie  réelle  de  l’expression  imaginaire  * 

sera  elle-même  positive  ; et  par  suite , si  l’on  fait 
f = V\  Wff  V[X^-)]*| . (=  «cttng.  *<-*•! 


1 


f(W) 


on  aura 


'.V.  »wy 


(18) 


<ar  (^")  ~f  [cos-  £ ■+■  Y~x  sin.  ^ J." 

Cela  posé,  l’équation  (17)  deviendra 

, -.î  .? 

Lk  *» 

=/  ‘ [-.(4^)  sin.(4^)] 

= x ' [cos.^Lx)  -+-y/~ 7 sin.(4^)]. 

* ^ * ■ 1 f ■ \ K/  / 

En  vertu  de  cette  dernière  équation , toute,  valeur 
de  “Sr  (x)  propre  à résoudre  la  question  proposée 
sera  nécessairement  de  la  forme 

C1 9)  \x)  — x*  [cos-  {bLx}  •+■  I sin.  {bLx)  J , 

& désignant  deux  quantités  constantes.  Il  est  aisé, 
de  plus,  de  s’assurer  que  ces  deux  quantités  cons- 
tantes doivent  demeurer  entièrement  arbitrairés. 


.on  . 


1.  i . j 1 * 

TOM.  1. 


; - I 
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CHAPITRE  IX. 


Des  Séries  imaginaires  convergentes  et  divergentes. 
Sommation  de  quelques  Séries  imaginaires  con- 
vergentes. Notations  employées  pour  représenter 
quelques  Fonctions  imaginaires  auxquelles  on 
se  trouve  conduit  par  la  sommation  de  ces  mêmes 
Séries,  r • 


AT. 


$.  1."  Considérations  générales  sur  les  Séries 
1 ■ ' imaginaires,, 

i - / ' - - /'  ( ^ 

Soient  respectivement  - . 

(1)  pa  , Pii  Pii  • • • Pn  > &C.  . . . r 

: \ fjj ' s'iiiiu.-  fi.'I 

(2)  > Çi  1 V 1 1 • ' ' Qn  > ^C*  • V*  * 

t * 1 i ; V.«  * * '•  ‘ *! . } ’C'  * y 

deux  séries  réelles.  Ea  suite  des  expressions  imagi- 
naires , 

(3)  P.+1.V=i>  ' Pi'+hV—'l  '••Pn+9*V~l  > *°- 

I,'  . ' ’ 

*'•  i l l i i.  t ' If,)'.» 

formera  ce  qu’on  appelle  une  série  imaginaire. 
Soit  , de  plus , 

. «w  1- ; n t . ï.  - ..... 

• 

la  somme, des  n premiers  termes  de  cetté  série. 
Selon  que,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  s„ 
convergera  ou  non  vers  une  limite  fixe , on  dira  que 
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la  série  (3)  est  convergente  et  qu’elle  a pour  somme 
çette  limite  , ou  bien  qu’elle  est  divergente  et  n’a 
pas  de  somme.  Le  premier  cas  aura  évidemment 

lieu , si  les  deux  sommes 

. ■))•:  - - • :•?.  ; • v • • « ‘ 3 

’*-pnrt'x  ■:  * ; !.' 

<]*  -+-  q,  -+- -+-  q„-t 

convergent  elles-  mêmes , po.ur.  des  valeurs  crois- 
santes de  n,  vers  des  limites  fixes  ; et  le  second,  dan^s 
la  supposition  contraire.  En  d’autres  termes , la 
série  (3)  sera  toujours  convergente  èn  même  temps 
que  les  séries  réelles  (i),et  (1).  Si  ees  deriuèr<?s,  ,qu 
l’une  d’elles  seulement , deviennent  divergentes , la 
série  (3)  le  sera  également.  “ 

Dans  tous  les  cas  possibles , le  terme  de  la  série 

(3)  correspond  à l’indice  n,  savoir^  , \ 

1 " : * ’ « . - : 

pn  qn 

est  ce  qu’on  nomme  son  ternie  général. 

L’une  des  séries  imaginaires  les  plus  simples  est 
celle  qu’on  obtient  en  attribuant  à la  variable  x, 
dans  la  progression  géométrique 

S*1  > X * & * t t*„*  * ’ ‘ 1 

une  valeur  imaginaire.  Concevons , pour  fixer  les 
idées  , que  l’on  fasse  1 

X = Z (cos.  0 ■+■  Y~- 1 sia.  0)  , 

z désignant  une  nouvelle  variable  supposée  réelle , 
et  8 un  arc  réel.  La  progression  géométrique  dont 
il  s’agit  deviendra  > • 

S * 

I . / 
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Kl,  i(«os.9-+-1/^7sih.  8),  a1  (cos.  2 J *in.  ij),  ... 


(5) 


. . . ï"  (cos.nj  -J-  y/_  1 sin.  ng)  , &c. 


Pour  obtenir  l'équation  qui  détermine  la  somme  des 
n premiers  termes  de  la  série  précédente , il  suffit 
de  remplacer  x par  z (cas.  0 -h  j/^Tsin.  0)  dans  la 
formule  ” . • 


i+j+x+.'.i^-r  = 

I —X  X —X 


On  trouve  de  cette  manière 


J \ . i f h 


l . > 


f * ' 


I1  ®«n. 28h-|/^i  sra.  20  )*«*-.•. 

[cos.  (iitm)  g -h  y/— T «il».  («— 09] 

_I  : ■ V(cos.n9-K1/p7sin.n9),; 

i— 3(cos.g-t-y  Z-T  sin.fl)  i-~3(cos.0,-4-y'— i sin.  J)  *’ 


r »'*'■'*  * ■ ' • * ; - ,«i'*  » i 

et,  comme,  pour  des  valeurs  croissantes  de,,?*,  le 
module  de  l’expression  imaginaire 


s"  (cos.  nfj- 1-  y/— 1 sin.  ng) 

' i— 3 cos.  g*— * sin.  fl.y'III  ’ ■ lif»  r>  * 


savoir , 


( I — 2 3 COS.  8 -t-  z1)  : 


.'.I  OU  : .1 

, T 

•T  j».  /i:.-  ’ 


converge  vers  la  limite  zéro , ou  croit  ad  - delà  de 
toute  limite,  suivant  qu’on  suppose  la  valeur  nu- 
mérique de  z inférieure  ou  supérieure  à l’unité,  ou 
doit  conclure  de  l'équation  (6)  que  la  série  (5)  est, 
dans  la  première  hypothèse , une  série  convergente 
qui  a pour  somme  . , ,,  ' "•  r 

1 . < * ; '•  ’ !•••  •:  ‘ • 

1—  x co*.  J — * sin.  9,  (/ITT  J 
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et,  dans  la' seconde  hypothèse,  une  série  divergente 
qui -n’a  plus  de  somme. 

La  somme  d’une  série  imaginaire  convergente 
s’indique  , comme  si  la  série  était  réelle , par  la 
somme  de  ses  premiers  termes,  suivie  d’un  &c...  , 
Cela  posé , si  l’on  appelle  s la  somme  de  la  série 

(3)  apposée  convergente,  et  que  dans  la  formule 

(4)  on  fasse  croître  ri  indéfiniment , on  trouvera , en 
passant  aux  limites,  > 

s = (/'o-t-Joy'’—  «)+(/>, H-fiy/—  ')  • 

De  même,  lorsqu’on  supposera  la  valeur  numérique 
de  z inférieure  à l'unité,  on  tirera.de  l’équation  (6), 
en  faisant  croître  n au-delà  de  toute  limite  assi- 
gnable , 

i-t-z  (cos.fl-|-|/_i  sin.J)-f-z*(cos.2fi-(-y,^Tsin.28)-+-&c.., 

1 1— 3COS.0-+-S sin.^ydT  , 

1 — z cos.  0 — 2 sin.0  . 7 1 — 2Z  cos.jj-t-z1 

En  vertu  de  la  formule  (7) , le  premier  membre  de 
l’équation  (8)  peut  être  présenté  sous  la  forme  sui- 
vante 

(i-J-icos.8-+-z*co*.20H-&c..k)-+-(2;sfW.0-4-3,sin.2  9-f-&C...)|/lI7.  ' 

On  aura  donc , pour  des  valeurs  numériques  de  z 
inférieures  à l’unité , 

v %r  ' . . , ’t 

( I -\-z  cos.  cos.2fl4-&c...)-J-(zsin.9-J-z1sin.28-+-&c...)y/_i 

’ ' r • 

1—3  cos. 8 z sin.fl  . t 

I—  2ZCOS-9-+-Z*  I— 2ZCOÏ.8-1-Z* 

On  en  conclura  , 
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i+z'foi4+«1cos.aJ-f-25coj.:0-t-&c  - 

(IO)i  ~r 


s sin.g+2 1 sin.i  J-t-#*  «in.  3 J-4-&C . : 


I — Z co«.{ 

1—  ïicos.j+z* 


Ainsi  la  substitution  d’une  valeur  imaginaire  de  x 
dans  la  progression  géométrique 

1 , x , xl , ...  x* , Scc 

rf  • * * • * 

suffit  pour  conduire  à la  sommation  des  deux  séries 
( I,  -Ccos.ô,  Zx  cos.20  , ...  2*  cos  .nS , Sic... 

(n) 

( • Z sin.  0 , 2*sin.2Ô,  ...  ^"siu.nô  , &C... 

toutes  les  fois  que  la  variable  z reste  comprise  entre 
les  limites 


z — ■ 


z = -+-  1 


c’est-à-dire , toutes  les  fois  que  ces  deux  séries  sont 
convergentes.  . . ' 

Les  premiers  membres  des  équations  ( i o)  étant 
[ en  vertu  du  i théorème , chapitre  VI , §.  i .ïr  ] 
fonctions  continues  de  la  variable  z , dans  le  voisi- 
nage de  toute  valeur  particulière  comprise  entre  les 
limites  z = ■*-  i , z =e  1 Je  premier  membre  de 
l’équation  (9) sera  lui-mcme,  dans  le  voisinage  d’une 
semblable  valeur,  fonction  continue  de  z.  Or,  ce 
premier  membre  n’est  autre  chose  que  la  somme  de 
la  série  (5),  dont  les  différons  termes  restent  fonc- 
tions continues  de  z entre  des  limites  quelconques. 
En  généralisant  la  remarque  qu’on  vient  de  faire , 
on  obtient  la  proposition  suivante. 
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1 .'r  Théorème.  Lorsque  les  différent  termes  de 
la  série  (3)  sont  des  fonctions  d’une  même  variable 
z,  continues  par  rapport  a celte  variable  dans  le 
voisinage  d’une  valeur  particulière  pour  laquelle 
cette  série  est  convergente , la  somme  s de  la  série 
est  aussi,  dans  le  voisinage  de  cette  valeur  parti- 
culière, fonction  continue  de  z. 

Démonstration.  En  effet,  dans  le  voisinage  1 
de  la  valeur  particulière  attribuée  à la  variable  z , 
la  série  (3)  ne  peut  être, convergente  et  avoir  pour 
ses  différens  termes  des  fonctions  continues  de  -, 
qu’autant  que  les  séries  réelles  (1)  et  (2)  jouissent 
J’une  et  l’autre  des  mêmes  propriétés  : or , dans  cette 
hypothèse,  chacune  des  sommes 

P*  -+•  Pt  +pt  •+■  &c. . . . , 

qa  qt  -+*  qt  •+•  &c. . . . 

étant  [en  vertu  du  i.*r  théorème,  chap.  VI,  §.  i.er] 
fonction  continue  de  la  variable  z,  il  en  résulte  que 
la  somme  de  la  série  (3),  savoir, 

S=(Po-+-p,-*-p>+  &.C...)-t-(q0-hq,-hqt-*-&LC...)  l/~' 

sera  aussi  fonction  continue  de  cette  variable. 
Supposons  maintenant  que  Ton  désigne  par 

/.»  » /.»  &c 

* • • r • * 

les  modules  des  différons  termes  de  la  série  (3) , 
et  par 

»in.0# , «in.9, , coi.8,4-y/,^7  «n.0, , fcc. 


I 
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les  expressions  réduites  correspondantes,  en  sorte 

qu’on  ait  généralement 

fn  = (Pn'  + qu'Ÿ, 

Pn  ~fn  (COS.  ô„  -1-  /^T  Sin.  6„)  * 

La  sérié  (3)  deviendra  , 

J>  o (cos-Se-t-j/m  *m.0o)  , J),  (cos.0,-)-y'Z7  *in.0,), 

J>2  (cos.^-t-/-!  iin.0*  ) , j>n(co».0„-ty'Z^sin.0„),  &c.  ; 

et  l’on  pourra  ordinairement  décider  si  cette  série 
est  convergente  ou  divergente , à l’aide  du  théorème 
que  je  vais  énoncer. 

2.‘  Théorème.  Cherchez  la  limite  ou  les  limites 
vers  lesquelles  converge , tandis  que  n croit  indè- 

finiment,  l’ expression  (j>n)  ” . Suivant  que  la  plus 
grande  de  ces  limites  sera  inferieure  ou  supérieure 
à l’unité , la  série  (3)  sera  convergente  ou  diver- 
gente, 

Démonstration,  Considérons  d’abord  le  cas 

1 

où  les  plus  grandes  valeurs  de  l’expression  (j>„)  " 
convergent,  tandis  que  n croit  indéfiniment,  vers 
une  limite  inférieure  à l’unité.  Dans  ce  cas,  la  série 

03)  /•*  /•  » /»»’"•  fn,  &C.... 

étant  convergente  [ chap.  VI,  §.  2 , 1 .*r  théorème] , 
les  séries  * - . 

J> o COS.0o  , JJ,  COS.0,  , J>2  COS.0a  , ...  JJn  cos.0,  , &c.. . . ‘ 

J5.  sia-Ôü , J>,  ein.0, , sin.  9» , j>„  gin.0, , fe.. .. 

I 
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le  seront  également  [chap.  VI,  §.  3 , 4-*  théorème]  ; 
et  la  convergence  de  ces  dernières  entraînera  celle 
de  fa  série  (12),  qui  n’est  que  la  série  (3)  présentée 
sous  une  autre  forme. 

Supposons  en  second  lieu  que , pour  des  valeurs 

1 

croissantes  de  n , les  plus  grandes  valeurs  de  (j>„)  * 
convergent  vers  une  limite  supérieure  à l’unité. 
Dans  cette  hypothèse  on  prouvera , par  un  raison- 
nement semblable  à celui  que  nous  avons  employé 
dans  le  VI.'  chapitre  [§.  2 , i théorème]  , que  les 
plus  grandes  valeurs  du  module 

fn  = (Pn  +qn'Y 

t 

croissent  avec  n au-delà  de  toute  limite , ce  qui  ne 
peut  être  vrai  qu’autant  que  les  plus  grandes  valeurs 
des  deux  quantités  pn , qn,  ou  au  moins  de  l’une 
d’entre  elles , croissent  de  même  indéfiniment.  Or  T 
comme  ces  deux  quantités  sont  les  termes  généraux 
des  séries  (1)  et  (2),  on  doit  conclure  que  de  ces 
deux  séries , l’une  au  moins  est  divergente  ; ce  qui 
suffit  pour  assurer  la  divergence  de  la  série  (3). 

Scholie  1*  Le  théorème  qu’on  vient  d’établir 
ne  laisse  d’incertitude  sur  la  convergence  ou  la 
divergence  d’une  série  imaginaire  que  dans  le  cas 
particulier  où  la  limite  des  plus  grandes  valeurs  de 

•i.  > ’ • . 

( />„)  " devient  égale  à l’unité.  Dans  ce  cas  particu- 
lier il  n’est  pas  toujours  facile  de  décider  la  ques- 
tion. Toutefois  on  peut  affirmer  que,  si  la  série  (1 3) 

i"  ' ' 
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est  convergente , les  séries  ( i 4)  et  par  suite  la  série 
( 1 2)  le  seront  pareillement.  La  réciproque  n’est  pas 
vraie,  et  il  pourrait  arriver  que,  la  série  (1 2)  restant 
convergente,  la  série  (13)  fût  divergente.  Ainsi,  par 
exemple , si  l’on  suppose  . t . . 


on  obtiendra,  à la  place  des  séries  ( 1 2)  et  ( 1 3) , les 
deux  suivantes  * . . . 


-*-7 Ve7»  -A/-. 


&c... 


dont  la  seconde  est  divergente , tandis  que  la  pre 
mière  reste  convergente,  et  a pour  somme 

/-7/(*2), 


/ désignant  la  caractéristique  des  logarithmes  né- 
périens. 

Scholie  2.'  Lorsque  , pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n,  le  rapport 


Sa 


s’approche  indéfiniment  d’une  limite  fixe , cette 

1 limité  est  également  celle  vers  laquelle  convergent 

£ 

les  plus  grandes  valeurs  de  l’expression  (fn)  " . 

Le  5 / théorème  du  3. 'paragraphe  [chap.  VI]  est 
évidemment  applicable  aux  séries  imaginaires  aussi 
bien  qu’aux  séries  réelles.  Quant  au  théorème  6‘  du 
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meme  paragraphe  , on  doit , lorsqu’il  est  question 
de  séries  imaginaires , le  remplacer  par  le  suivant. 

' 3.*  Théorème.  Soient 

H0  , U,  | «lt  .....  U„,  &C..  . . , 

l 

V0,  V,  , vx  , v„,  &c 

deux  séries  convergentes,  mais  imaginaires,  qui 
aient  respectivement  pour  sommes  s et  s . Si  cha- 
cutie  de  ces  séries  reste  convergente  lorsqu’on  ré- 
duit ses  différons  termes  à leurs  modules  respectifs, 

U'V,,  u0v,-+-ulv0 , ... 

16) 

( ...  U„v,+u„_,v U, V„_,-+-U0V„,  &c. 

sera  une  nouvelle  série  convergente  imaginaire , 
qui  aura  pour  somme  ss. 

Démonstration.  Désignons  respectivement 
par  sn,  s„’  les  sommes  des  n premiers  termes  des 
deux  séries  (i  5),  et  par  s J' la  somme  des  n premiers 
ternies  de  la  série  (16).  On  trouvera 

*n*m—*»=U».t  *>*_.  *+■  V„_x  H-  U„_XV 

...  H-  Vx  + Ù„^Vx-*-...+  U XV  U , 

Désignons  encore  par  fn  et  f„‘  les  modules  des 
expressions  imaginaires  un  et  vn,  en  sorte  que  ces 
expressions  soient  déterminées  par  des  équations  de 
ia  forme 

u«  — fn  ( cos-  6.  •**  V~'  sin-  ô*  ) » 

v « = fn  ( «>»•  6'„  ■+*  V/_l  sin>  )• 
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Les  séries  réelles  ' , 

/•  * / . » /,  * • • . , &c. . . 

/•>  » /*>  • &C 

étant  convergentes  par  hypothèse , on  en  conclura , 
comme  dans  le  chapitre  VI  [§.  3 , 6.e  théorème], 
que  la  somme  , 

"+*  (/„_./  ) -t- 

converge , pour  des  valeurs  croissantes  de  # , vers 
fa  limite  zéro.  II  en  sera  de  même  à fortiori  des 
deux  sommes 

j»,-,  y».,  cos.(0„_,  -+-  e'„_,  ) 

cos.  c 0 „_a-+-iEr  >3 

• t « * * * 



y,  cos-(0„-., -+-9',)-t-i>^.iyJcos.(e„_J  -+»0i  j *+•... 

• ■ • -+-  -Pt  J>  n-i  c°s-(0i'+-0',_x)  H-i>,  J>\_,  cas.te,  -+-  0' , 

et 

‘ >*-.  s>n-(0„_,  -+-0'„_,) 

*+-  l-Pn  ->  s‘n-(0„_,-t-0'„-J-HJ>,_a  >*«_,  si“-(0„_J:t-0',_,)] 


sin.(0„„,  -+-0',)-+-J>„_1 ... 
• »•*  .P,-,  sm.(02  -(-0' sin.  (0,  -+■  0's„,)] , 

dont  la  première  représente  évidemment  la  partie 
réelle  de  l’expression  imaginaire 
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tandis  que  la  seconde  représente  le  coefficient  de 
dans  cette  expression.  Par  suite , sns'„  — s"m 
convergera  aussi,  pour  des  valeurs  croissantes  de 
n,  vers  la  limite  zéro  : et,  comme  s„s„'  m’approche 
indéfiniment  de  la  limite  ss' , il  faudra  de  toute 
nécessité  que  l’expression  s„" , c’est-à-dire,  la  somme 
des  n premiers  termes  de  la  série  ( 1 6) , s’approche 
elle- même  indéfiniment  de  cette  dernière  limite.  Il 

l i * • > •*  ' 

en  résulte,  i.°  que  la  série  (16)  est  convergente, 
2.0  que  cette  série  convergente  a pour  somme  s s'. 

4 

. . , . : _ • • 

J.  2.*  Des  Séries  imaginaires  ordonnées  suivant  les 
puissances  ascendantes  et  entières  d'une  variable. 

' \ _ ’’  - '• 

Soit  x une  variable  imaginaire.  Toute  série  ima- 
ginaire ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes 
et  entières  de  la  variable  .x  sera  de  la  forme 


a^boy-iy  (at^-biy^)x,  {ax+by->  )x\  .. 
{an+btty=x)xr  y &c. . : ' 


n cr 


‘ HJ  n*ir 


J 


flti  •••  j b9 , b^  t ...  bu  t &c.r.? 

désignant  deux  suites  de  quantités  constates.  Dans 
le  cas  où  les  constantes  de  la  seconde  suite  s’éva- 
nouissent, la  série  précédente  se  réduit  à 


(i)  a„ , a,x , atx* , ....  a„x" , &c4.\.  v 

Nous  considérerons  en  particulier  dans  ce  para- 
graphe les  séries  de  cette  dernière  espèce.  Si,  pour 
pfus  de  commodité,  l’on  pose  j . * 


i 
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(2)  X = Z (cos.  9 -+-  y'-^i  sin.  9 ) , 

5 désignant  une  variable  réelle  et  9 un  arc  réel , la 
série  (0  deviendra 

' ' - ...  * V 

. f aol  a,*(cos.0-t-y/_i  *in.9),  al3*(co«,i9-Hry^TMB..ï  •)~ 

I . . . a,*’  (cos.n0-t-y/^T7  sin.nS)  , &c :r  . 

Soit  maintenant , comme  dans  Iq,  chapitre  VJ 
[§.  4 ] » -d  la  plus  grande  des  limites  vers  lesquelles 
converge , tandis  que  n croît  indéfiniment  y la  racine 
n."“  de  la  valeur  numérique  de  a„.  La  plus  grande 
des  limites , vers  lesquelles  convergera  dans  la  même 
hypothèse  la  racine  n.me  du  module  de  l’expression 
imaginaire 

an  xn  = aa  s”'(cos.  «9  -h  *în.n9), 

■ • ....  ; > • 1 ' . - i 

sera  équivalente  à la  valeur  numérique  du  produit 


> A -s..  ■ ‘ ' « 

/l  A>  p 


(*  * 1 


et  en  conséquence  [voy.  ci-dessusle§.  1 2.e  théor.J 

la  série  (3)  sera  convergence  ou  divergente. suivant 
que  le  produit  Az  aura  une  valeur  numérique  infé- 
rieure ou  supérieure  à Viinité.  On  déduit  immédia- 
tement de  cette  remarque  la  proposition  suivante. 

l.er  Théorème.  La  série  ( 3)  est  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  1 de  z comprises  entre  les 
limites  * . ....  1 , v 


* = * 3 -1-  T ’ 

v._  v •*.. 

divergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z situées 
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hors  des  mêmes  limites.  En  d’autres  termes  r la 
série  ( i ) est  convergente  ou  divergente  suivant  que 
le  module  de  l' expression  imaginaire  x est  inférieur 

» • % I 

ou  supérieur  a -j* . 

Scholie.  Lorsque  la  valeur  numérique  cfü  rap- 
port -a converge , pour  dés  "Valeurs  croissantes 

de  n,  vers  une  limite  fixe,  cette  limite  est  précisé- 
ment la  valeur  de  la  quantité  positive  désignée  par 

A.  ■ -.  !•  1 , •>!!•. -vt  ■..■•y.u:  • u* 

Corollaire  i.,r  En  comparant  le  théorème  pré- 
cédent au  i.er  théorème  du  chapitre  VT  [§.  4]>  on 
reconnaîtra  que , si  fa  série  ( î ) est  convergente  pour 
une  certaine  valeur  réelle  de  la  variable  x , elle 
demeurera,  convergente  pour  toute,  valeur  imagi- 
naire dont  cette  valeur  réelle  serait,  au  signe  près, 
le  module.  Pat  suite  , si  la  série  (i)  est  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  la  variable  x,  elle 
restera  convergente , quelle  que  soit  la  valeur  ima- 
ginaire que  l’on  attribue  à cette  variable. 

Corollaire  2 S Pour  appliquer  le  premier  théo- 
rème et  le  précédent  corollaire  .,  considérons  les 
quatre  séries 

...  * \ . fi  . 

(4)  * > '**’  > X ^ ....  X ^ &c.  • • . , 


(5) 


0-0— 
1 .1.3  ...n 


xn,kc., 
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; k désignant  dans  la  seconde  une  quantité  quel- 
conque. De  ces  quatre  séries  les  deux  premières , 
ainsi  que  la  dernière  , restent  convergentes  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  de  x comprises  entre  les 
limites  ....  • , 

i • 

•r  — — I > *=:-+-  I > -V  ! 

et  la  troisième  pour  des  valeurs  réelles  quelconques 
de  la  variable  x.  Mais  si , au  lieu  d’attribuer  à x 
une  valeur  réelle,  on  suppose 


■ i 


• - \ i v»  • ' \ 

V • * * 

I * , 


X — Z (cos.  8 -t-  /-t  sin.  8 ) , 

r > .<  ; , ' • '*  \ f ;)/  !:  . 

à la  place  de  ces  quatre  séries,  on  obtiendra  les 
suivantes '.i ■ .) 


(8), 


• <’  ■>  ) 

i,  * (cos.S-^y/—,  «R.0) , zl  (cos.i  0-+-y/ — X JÎn.iQ) , ... 


z " (cos i sin. «6)  , (ne. 


(?) 


r i , — s(co».8-t-y'—  i sin .8),  - — z 1 (cos. 1 8-+-yCH stn ■ 1 6 ) , 

* ! ’ i i*i  ' . • ’ r*  ? 1 ’ 1 


i «*  1 1 • » • | 4*2 

“ ' ) ...  J-(C0S.n8-Hl^Tsia.n8),  Su:... 

- . 'V  ‘ 


i f ,n(c»s,0H~i/r-i  sin-S]  , **(cos.  iÇ^j/STtsin.  ?.0)i  i 

I | f 1 y I ••• 

( i o)|  1 / 

* gW  (cos-  ”8  -4-  ]/- 1 sin-  w9  ), 

• i . i\  3 . » . n 


, &C...... 


x (cos.  0-(-l/tr7sin.  6)  (cos- a8 4- y/^7  sin.  18) 


f 

(il) 

) _J_  *"  (col. n0  -H  i/^T7  sin. «0) 

# f-  * • J • i i . n , 1 ■ . 1 

V n 


, &c# . . , 


dont  les  deux  premières  et  la  dernière  resteront 
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cortvergentcs  pour  toutesdcs  valeurs  de  z comprises 
entre  les  limites 

tandis  que  l’avant -dernière  sera  toujours  conver- 
gente, quelle  que  soit  la  valeur  réelle  de  z. 

Après  avoir  fixé  lesdimites,  enitre  lesquelles  il  faut 
. renfermer .5. pour. rendre  la  série ^3)  convergente, 
nous  ferons  remarquer  qu’en  vertu  des  principes 
établis  dans  le  paragraphe  précédent  les  théorèmes 
3 / , 4-e  et  5 / du  chapitre  VI  [ §.  4 ] 1 avec  leurs  co- 
. çollairq$  r peuvent  être, étendus  au  cas  où  la  Variable 
je  devient  imaginaire.  On  devra. seulement  admettre, 
dans  l’énoncé  du  4-*  théorème,  que  chacune  des  séries 

a„ , a g , nx.v\,  &.c 

b9  , b,  jc  , b1.vi  , &c. ... 

reste  convergente  lorsqu'on  réduit  ses  différons 
. termes  non  plus  à.ieurs  valeurs  numériques  , niais 
à leurs  modules  respectifs.  Cela  posé,  si  i on  désigne 
par  '&'(/&)  ce  que  devient  le  second  membre  de 
l’équation  (1  3)  [chap.  VI,  §.  4]>  lorsqu’on  attribue 
à x la  valeur  imaginaire 

Z ( cos.  ô -4-  y/—  1 sin.  fr)  , 

ou,  en  d’autres  termes,  si  l’on  fait 

u t"'  - . 

<ar  (/#)  as  1 ‘ i ( cos.  8 -H -y/— I *in.  9 ) 

_l_  ül— — li.  z3-  (co«.  18  -i-  y/ZTT  sin.  »8)  -+■  8tc... 

1.2  ’ 

TOM.  I.  T 
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cours  d’analyse. 
on  trouvera,  au  lieu  de  la  formule  (i6)[chap.  VI ; 
4]>  ta  suivante 

(13)  •&{&)  ‘ar(fA')  = 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  cette  dernière 
formule  subsistera  uniquement  pour  les  valeurs  de 
z comprises  entre  les  limites  z = — 1 , z—-+- 1 , 
et  qu’entre  ces  limites  la  fonction  imaginaire  '&(/&), 
c’est-à-dire , la  somme  de  la  série  (9)  sera  en  même 
temps  continue  par  rapport  à z et  par  rapport  à /u. 
[voyez  ci-dessus  le  §.  1 , 1."  théorème]. 

Concevons  à présent  qu’au  lieu  de  la  série  (9)  on 
considère  généralement  la  série  (3),  et  que  dans 
cette  dernière  on  fasse  varier  la  valeur  de  z par  degrés 
insensibles.  Tant  que  la  série  (3)  sera  convergente, 
c’est-à-dire,  tant  que  la  valeur  de  z restera  comprise 
entre  les  limites 

ï I 

’ "**  ~Â~  ’ 

la  somme  de  la  série  sera  une  fonction  imaginaire 
continue  de  la  variable  z.  Soit  -ar  ( z ) cette  fonction 
continue.  L’équation 

'Br  (a)  = o0-+-o,-(cos.9 -i-y/ZI'i  sin.0)-| -a2zx  (cos.  i9-e-y/^7  sin.ifi; 

-+-  &c 

subsistera  pour  toutes  les  valeurs  de  z renfermées 
entre  les  limites  — ; ce  que  nous  indi- 
querons en  écrivant  ces  limites  à côté  de  la  série  , 
cémme  on  le  voit  ici  : 
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(l  ;j)  W(*)~“*H'a>x(c0s-®'*"Vtî  «n*8)'  ^=— 

( •+•  ai z*  (cos.îS-t-^/^LT  «in.20)-t-&c... 

On  doit  observer  que  féquation  précédente  équi- 
vaut toujours  à deux  équations  réelles.  En  effet , si 
Ton  pose  . . . 

(15)  - , 

4(4  et  x(z)  désignant  deux  fonctions  réelles,  on 
tirera  de  l’équation  (f4) 

j 4 (4  — ~+~  Uj  £ cos.$  a,x  Z * cos.  20  -+-&C...  , 

ta  .. 


*'=i‘~  ~A  I 


7 \ 1 * et  * f.  . rt  i;  » — ; 

X Vu)  ~ O,  Z sin.  0 -4-  àx  Z sin.  20 -H 

t ' -r  ■ ** 

Lorsque  la  série  (3)  est  donnée,  on  peut  quel- 
quefois en  déduire  la  valeur  de  la  fonction  tst  (z) 
sous  forme  finie;- et  c’est  là  ce  qu’on  appelle  sommer 
la  série.  Nous  avons  déjà , dans  le  1 .er paragraphe, 
résolu  cette  question  pour  W sérié  (8).  Nous  allons 
maintenant  chercher  à la  résoudre  pour  les  séries 
fe)»  ( 1 °) » ( 1 0;  et  en  conséquence  nous  traiterons 
1 un  après  1 autre  les  trois  problèmes  qui  suivent. 

l.w  Problème.  Trouver  la  somme  de  ïa  série 


(9) 


A* 


z(cos.9-t-./_(  siu.j),  — 1? 


(cos.ig-f-y/^ 


&c. 


dans  le  cas  où  l’on  attribue  à la  variable  z une 
valeur  comprise  entre  les  limites 

1 * 
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, ~ ' 1 5 ^ I j Z ^ —H  I . ‘ 

Solutiox.  Soit  'sr(fx)  la  somme  cherchée.  En 
désignant  par  jx  une  quantité  réelle  différente  de 
' fx  y on  trouvera 

(13)  ‘&(fx)'ïï(fx)  — T2-  {tx-^fx). 

L’équation  précédente,  étant  semblable  à l’équation 
( 2)  du  chapitre  VIII  [ §.  5 ] , se  résoudra  de  la  même 

manière  ; et  l’on  en  conclura , 

\ 

'ar(fc)  = rM[cos./x.ê  -+-  y^T  sin ./xt~\, 

le  module  r et  l’angle  t étant  deux  quantités  cons- 
tantes par  rapport  à fx,  mais  qui  dépendent  néces- 
sairement de  z et  de  0.  On  aura  donc  , entre  les 
limites  z — — 1 , z = -*-  1 , 


Il  -t-  — Z ( cos.  ô -+-  -J—  1 sin.  0 ) 

1.  : . « ' r .1  > 1 ’ ■ ; 

-+-  M(“.-Llz'(cos.  20’-t-  sin.  20)  -t-  &C... 

= r^fcos.  fxt  -+-  y/—  I sin.  fxt\  } 

Pour  déterminer  les  valeurs  inconnues  de  r et  de  t , 
on  fera  dans  l’équation  (17)  fx—  1 , et  î’011  en  tirera 

I -+-S  cos. 9 -t-  Z sin. 6 . y/ — 1 — rcos.f-Wsin./.  y —I  , 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

I -t-  Z cos.  0 = 7*  cos.  t , 

I 

Z sin.  0 = 7' sin.  t. 

On  trouvera  par  suite 
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. • ."  I 

r = ( i -t-  zz  cos.  0 -+-  ) * ; 


i -4-  z cos.  | 


reste 


puis  , en  observant  que  cos.  t = 
positif  pour  toute  valeur  numérique  de  z inférieure 
à l’unité , et  désignant  par  k un  nombre  entier  quel- 
conque , 

z sin.0 


t = arc  tam 


i •+•  z cos.  0 

Cela  posé,  si  l’on  fait,  pour  abréger, 


zk'TT. 


arc  tang. 


(i8)  ,= 

l’équation  (17)  deviendra 


I -f-  5 COS. Ç 


, i(cos.8-t-/IT7sin.6)-t-  — — s1(cos.i8-+*V'— > «‘M). 


(*  9)  ■ 


- &c. 


t 


z — + 1 j 

| =(|  + 2Z  cos. 8 -I-  Z1)  » * [cos.,«f-+-  y'Tï  sin./*/]  , 

la  valeur  de  t étant  déterminée  par  la  formule 

t 

(20j  t = S . ± zf(7Ç  , . » 

dans  laquelle  le  nombre  entier  k 11e  peut  dépendra 
que  des  quantités  z et  9. 

Remarquons  à présent  que  le  premier  membre 
de  l’équation  (19)  est,  entre  les  limites  z = — 1 , 
-+.  x,  une  fonction  continue  de», -qui  varie  avec 
z par  degrés  insensibles , quelle  que  soit  la  valeur 
de  ja,.  Le  second  membre  de  l’équation  devra  doue 
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jouir  de  la  même  propriété  , ou , en  d’autres  termes, 

les  quantités 

h 

(l  + Ii  cos.  0 -t-  z'  \ * COS.  fÀ ,t  , 

( t H-  tZ  cos.  0 -+-  Z1  y*  ùn.JAt , 

et  par  conséquent  les  suivantes 

cos.  fAt  , sin.  fAt 

devront  varier  avec  z par  degrés  insensibles,  pour 
toutes  les  valeurs  possibles  de  /a.  Or,  cette  condi- 
tion ne  peut  être  remplie  que  dans  le  cas  où  t lui- 
même  varie  avec  z par  degrés  insensibles.  En  effet, 
si  un  accroissement  infiniment  petit  de  z produisait 
un  accroissement  fini  de  t,  de  manière  à changer  t 
en  t-^a,  a désignant  une  quantité  finie,  les  cosinus- 
et  sinus  des  deux  arcs 

fAt , Jü(t+fl) 

ne  pourraient  demeurer  sensiblement  égaux,  qu’au- 
tant  que  la  valeur  numérique  du  produit  /a  a serait 
à très-peu  près  un  multiple  de  la  circonférence , ce 
qui  ne  peut  être  vrai  que  pour  des  valeurs  particu- 
lières du  coefficient  /a  , et  non  pas  généralement 
pom*  des  valeurs  finies  quelconques  de  ce  coeffi- 
cient. On  doit  donc  conclure  que  l’arc  t=s±:2kr7r 
est  fonction  continue  de  z;  et , comme  des  deux 
quantités  s,  k,  la  première,  déterminée  par  l’équa- 
tion (i  8), varie  avec  z -d’une  manière  continue  entre 
les  limites  i , z = -i- 1 , tandis  que  -la  seconde,. 
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assujettie  à rester  toujours  entière,  n’admet  que  des 
variations  finies  d’une  ou  de  plusieurs  unités , il  est 
clair  que,  pour  satisfaire  à la  condition  énoncée,  la 
quantité  s devra  varier  toute  seule,  et  la  quantité 
k demeurer  constante.  Cette  dernière  quantité  sera 
donc  indépendante  de  z , et,  pour  en  connaître  la 
valeur  dans  tous  les  cas  possibles,  il  suffira  de  la 
chercher  en  supposant  z = o.  Comme  on  a dans 
cette  hypothèse  s = o,  t=zt  2 li'Tf , ou  tirera  de 
l’équation  (19) 

I = cas.  {zkjX'X)  ± ■/—  1 sin.  (2/cfA,'7r)  , 

quelle  que  soit  la  valeur  de  /x , et  par  suite 
Jt  = o. 

Cela  posé  , la  formule  (20)  donnera  généralement 
t = s , 

I 

et  1 équation  (19)  se  trouvera  réduite  à 

tfX,  Lj  (u — 1 ) 

1-4-  —z(cog,8-hv/-ri  — - — s4  (cQs.iJtI-/— * 

-t-&c 

) 

I = ( 1 JJ  cos.  fl  -t-  a1  ) 1 '(cos . /u.s  sin  .fit). 

De  plus,  si  l’on  a égard  à la  formule  (27)  du  cha- 
pitre VII  [§.  4],  on  reconnaîtra  facilement  que  le 
second  membre  de  1 équation  (21)  peut  être  repré- 
senté par  la  notation 

[i  -t-  Z (cos.  G -|/ — 1 sin.  0)  J*. 
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On  -aura  donc,  en  supposant  toujours  la  valeur  de 
z comprise  entre  les  limites  — i et  i , 


l — *(cos.0-t-y/. — , sin. 9)  -H  — z*(cos.20+/ — , sin. 20) 

-- 

I — ['  -+•  a (cos.  0 -h  *in.  8 ) ] . 


En  d’autres  termes,  l’équation  (20)  du  chapitre  VI 
[§.«4],  savoir, 


I 


£ie=!>  *•  h-  &c. 


= <* 


subsistera,  non-seulement  si  l’on  attribue  à la  va- 

% 

riable  x des  valeurs  réelles  comprises  entre  les 
limites  — 1 , -+- 1 , mais  encore  si  l’on  fait 

X = Z ( cos.  0 -+•  -y/—i  sin.  0 ) , 

la  valeur  numérique  de  z étant  inférieure  à l’unité. 

Corollaire  i.,r  La  formule  (21),  comme  toutes 
les  équations  imaginaires,  équivaut  à deux  équa- 
tions réelles , qu’on  obtient  en  égalant  de  part  et 
d’autre  les  parties  réelles  et  les  coelliciens  de  y/—  1, 
O11  trouvera  de  cette  manière 

I X COS.0-1-  — X1  COS.20  -+-&C..  . 

I 1.2 

1 

= (1  -H  2 z cos.  0 -+-  2 1 ) - " COS.  fXS  , 

— z sin.0  -+-  ^ a‘  sin.  20  -+-  &c.. . 

i : . 2 

1 

= ( i -t-  2 2 cos,  0 -h  z 1 ) » * sin.  /as  , 
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la  valeur  de  s étant  toujours  déterminée  par  Icqua- 
tion  -(i  8). 

C . 

Corollaire  2/  Si  dans  les  formules  (22)  et  (23) 
on  pose  jx  — — 1 , et  que  l’on  y remplace  z par  — z , 
on  obtiendra  les  équations  (8)  et  ( 1 o)  du  1 .er  paragr. 

Corollaire j.e  Si  l’on  suppose  0 = -^-,  ou,  ce 
qui  revient  au  même, 

cos.  0=0,  sin.  0 = A , 

la  valeur  de  s,  donnée  par  la  formule  (1  8),  deviendra 
S ~ arc  tang.  Z , 


et  restera  comprise  entre  les  limites -+-  ~ 

pour  toute  valeur  numérique  de  z inférieure  à 
l’unité.  Dans  la  même  hypothèse,  on  aura  évidem- 
ment 


Z --  tang.  S = 


( I -4-  2 Z cos.0  -+-  Z 'j  2 — (sec.  S j 


(cos  .s) 


f*  > 


et  l’on  tirera  des  équations  (23  ),  mais  seulement 
pour  les  valeurs  de  s comprises  entre  les  limites 
dont  il  s’agit , 


n /.-i  . 2 

cos.  fx  s = cos.  s cos.  J.sin.  s 


1 . 1 

\ »)(A* — ^)(/“ — 3) 


(»4) 


1.2. 3. 4 


cos.*  * s.  sin.^J — &c 


M’  fj-  * 

sin  .jus  = cos.  s • sin.  s 

1 


— LU L cos. 


1.2.3 
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Par  conséquent,  si  dans  les  formules  (12)  du  VIT.* 
chapitre  [§.  2 ] on  remplace  le  nombre  entier  m par 
une  quantité  quelconque  fx,  ces  formules,  qui  avaient 
lieu  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  de  l’arc 
z , 11e  seront  plus  vraies  généralement  que  pour  des 

valeurs  numériques  de  cet  arc  inférieures  à ~ . 

2.e  Problème.  Trouver  la  somme  de  la  série 


Z zx 

. , I i,  — (cos.0-»»-y^7  sin.0)  , (co«.i0 -f- y^ITTsin.  10) , 

( ] O M 1 1,2 

'(  &c 


quelle  que  soit  la  valeur  numérique  de  z. 

Solution.  Si  dans  les  équations  (1 8)  et  (2 1)  on 
remplace  z par  auz,  et  fx  par  au  désignant  une 

quantité  infiniment  petite,  on  trouvera,  pour  toutes 
les  valeurs  de  a.z  comprises  entre  les  limites  — 1 , 
•+- 1 , ou , ce  qui  revient  au  même , pour  toutes  les 
valeurs  de  z comprises  entre  les.  limites 


I 


T 


1 -+-  - (cos.0-f-y/— 1 sin.0)  -t-  (cos.zO-ej/—!  sin.i0)(i— 


.1 

1 -+-  — (cos.  3 0-1-  y/—\  sin.  3 0)  ( J — «)  ( 1 ■ 

— *«) 

(25)< 

1 

\ 4-  Sic « { 

r 1 

r=-* 

1 

t 

= (i  -4-2**  cos.0-h*‘jîx)a«  feos.  ~ tH  y1— 1 *in. 


l’arc  s étant  déterminé  par  la  formule 
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ctz  sin. 0 

S — arc  tang. 
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(2  ) - ° | ûtz  eus.  { 

Si  maintenant  on  fait  décroître  indéfiniment  dans 
l'équation  (25)  la  valeur  numérique  de  et,  on  trou- 
vera , en  passant  aux  limites , 


i H (cos.0  -+-  y/—  1 sin. 0)  (cos.  2 0-4-y''— i sin.  10) 


(27; 


i.î.j 


(cos.  30  -4-  /-r-i  sin.  38)  -f-  &c. 


z — — OO 
z=  + OO 


I =lim.  ^(i+s^-cos.O+st1?1)  -*  (cas.  L sin.  i-)]. 

Il  reste  à chercher  la  limite  du  produit 

( I -+-  2 cLZ  cos. 9 -Hct'z1)  ^cos.  •+-  -|/ — 1 sin,  ^ , 

et  par  conséquent  celle  de  chacune  de9  quantités 

1 

(i  -t-2  fit  Z cos. 9 -4- et*  Z1) 

Or , en  premier  lieu , si  l’on  fait 

2etifcos,  9 -+-  et*  Zx  — C , 
on  en  conclura 

Z CO3.04-^t_ 

_2_  . f_ 

(l-4-2<t^COS.9 -H  <t*2:‘)  **  = (l-t-C)  c , 

et  par  suite  # * 

lim.  (îcos.8-1-— 

livf. '(i-HsstzcM.QH-tt***)  **  *=  I /•».  (i-4-f  )<*  I * 


• Digitized  by  Google 


300  cours  d’analyse. 

De  plus,  la  valeur  de  s donnée  par  l’équation  (26) 
étant  intimaient  petite , le  rapport 


ting.  j 


(T) 


cos.  S 


aura  pour  limite  l’unité  ; et , comme  on  tire  de  l’é- 
quation (26) 


tang.  s 


sin. 


s 

~cT 


1 -q-  oc  z cos.  Q 

s z sin.f 


tang.  s 1 oLz  cos.  0 

on  trouvera,  en  passant  aux  limites, 

Uni.  — z sin.  0. 

Cela  posé,  il  est  clair  que  le  second  membre  de  l’é- 
quation^ 5)  aura  pour  limite  l’expression  imaginaire 

€ ~ °0>'®  [ cos.  (z  sin.  6)  -H  j/—  1 ain.^Z  sin.  6 ) J , 
en  sorte  que  la  formule  (27)  deviendra 


-4-  — (co.i.0  -+-  y/— x sin.0)  -+-  Çpos.20  -4-  \/—i  srn.20) 


(*3){ 


fcc. 


= e 


z cos.0 


1 3 


[cos.  (z  sin.  0)  -H  y/ — , sin.  (z  sin.0)] 


- = — CO 

+ cc 


la  valeur  de  la  variable  réelle  c étant  complètement 
arbitraire,  puisqu’elle  peut  être  choisie  à volonté 
entre  les  valeurs  extrêmes  z = — 00  , .3  =-4- 00. 

Co  rollaj  RE  T."  Si,  en  comparant  les  deux 
membres  de  l’équation  (28),  on  égale  de  part  et 
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d’autre  î.Mes  parties  réelles,  2.0  les  coefficiens  de 
y/ZT,  f on  obtiendra  les  deux  équations  réelles 

I L cos.  9 -+-  cos.  28  ~t~  &c.  . . • 

I 1.2 

= c*C0S'9  cos.  (s  sin.  8)  , U = -ooj 

s2  A | Z sa  H- CO  j 

— sin.  ô ~ H * — sin.  2 ô &C.  • • • 
i » .2 

i » * • 

— e"cos  ® sin.  (^z  sin.  8). 

Corollaire  2/  Si  l’on  suppose  8 = — , ou,  ce 
qui  revient  au  même  , cos.  8 = 0,  sin.  8=1,  les 
équations  (29)  deviendront 


Z* 


[ . I 1 .1.3.4 


— &C... 


_ î 


. .2.3 


-+-  &C....  — sin. 


\ 


Ces  dernières  subsistant , aussi  bien  que  les  équa- 
tions (29),  pour  des  valeurs  réelles  quelconques  de 
z,  il  cil  résulte  que  les  fonctions  sin.  z et  cos.  z sont 
toujours  dcveioppables  en  séries  ordonnées  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  la  variable  quelles 
renferment.  Comme  cette  proposition  mérite  d’être 
remarquée,  je  vais  la  démontrer  ici  directement. 


La  série 


étant  convergente  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
possibles  de  la  variable  x,  restera  convergente  [en 
vertu  du  1 .er  théorème  , corollaire  1 ."  ] pour  des 
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valeurs  imaginaires  quelconques  de  cette  même 
variable.  Si  l’on  multiplie  la  somme  de  eette  série 
par  la  somme  de  la  série  semblable 


i , 


y 

I . 2 


&c. . . 


en  ayant  égard  à-la-fois  au  3.'  théorème  du  premier 
paragraphe,  et  à la  formule  (6)  du  VIU.e  chapitre 
[§.  4],  on  trouvera,  pour  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles réelles  ou  imaginaires  attribuées  à x et  à y, 


(3 


!=• 


i+i. 

t 1.2 


&c...) 


.r  -f-  y 


I . 2 


Lorsque,  dans  l’équation  qui  précède,  on  remplace 
x par  x et  y par  y •/—  1 , on  obtient  la  suivante 


(32H  *( 


X }/_,  X - 

* y — 1 

1 1.1 

1.1.3 

y y * 

! 1*2 

I.2.3 

O -h  .v)  y - ( 

x + y)* 

&c...) 

&c...^ 


dans  laquelle  on  pourra , si  l’on  veut , supposer 
réelles  les  variables  x et  y.  Faisons,  dans  cette  hv* 
pothèse , 

/ \ x x J x’WZZl 

•ÜT  l x)  = I -t-  — 

' ' I 1.2  1*2.3 

Lequatiqn  (3 2)  deviendra 

(.r)  ®*(y)  = ^r(.r-t-y)  ; 


&C. ... 


•s r 1 
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et  Ton  en  conclura  [ voyez  le  chapitre  VIH , 5 , 

équation  (12)], 

-gr  (.r)  = A*  [coa.i^  -+-  y/— 1 sin.  èvc]  , 


Ou,  ce  qui  revient  au  même, 

x v/^7  x * x’ 


I -+- 


x 

1 . 2 


r.2,  j 


(33)' 


&c. 


1 .2.3.4 

|*  = -oo  ) 
' | x = + oo  ( 


= A*  (cos.  bx  -+-  3/— 1 sin.  b x)  , 


les  lettres  A et  b représentant  deux  constantes  in- 
connues , dont  la  première  est  nécessairement  posi- 
tive. On  aura  par  suite 

— &c.  i . . — A T cos.  bx  , 

1 • 1 • 3 '4 

^ X = — CO 
j x = -4-00 

— K &c. . . . = A*  sin.  bx. 

1.2.3 

Pour  déterminer  les  constantes  inconnues  A et  b , 
il  suffira  d’observer,  i.°  que  les  formules  (34)  doi- 
vent subsistaHorsqu’on  y change  x en  — x,  et  que, 
pour  remplir  cette  condition , il  faut  nécessairement 
supposer 

Ax  = A~*  , 

par  conséquent  A — 1 ; 2°  que,  si  après  avoir  di- 
visé par  x les  deux  membres  de  la  seconde  des  for- 
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mules  (34)  on  fait  converger  la  variable  x vers  la 
limite  zéro,  le  premier  membre  convergera  vers  la 
limite  1 , et  le  second  membre,  savoir, 

ix  sin.  bx  , ix  sin.  bx  , 

A — - — -=  A — - x h , 

x bx 

vers  la  limite  b;  d’où  résulte  l’équation  b— 1.  Cela 
posé,  les  formules  (33)  et  (3 4)  deviendront  respec- 
tivement 


(35)’ 


(36)! 


I 


■r 


.r 

I . 2 


,fV-  _j 

i.a.j 


&c. 


I — 


cos.  X -+-  tJ  — 1 sin.  X } 
xx  J+ 


,3 


cos..r , 


i.j.j 


&C...  ==  si 


I x = — ocq 

| =+COj 


x = — ’X 

X = + OC 


sin.  X. 


Si  dans  les  deux  dernières  on  remplace  la  variable  x 
pai  la  variable  z,  on  retrouvera  les  formules  (30). 

Il  est  essentiel  d’observer  que  l’équation  (35), 
lorsqu  on  y suppose  x = z sin.ô,  fournit  le  déve- 
loppement de.  JL 


cos.  (.3  sin.  0^  -+-  y/ — 1 sin.  ^ sin.  9 ^ 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  z.  Si  l’on 
multiplie  ce  développement  par  celui  de 

e z cos.  g 
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en  ayant  égard  à la  formule  (3  1 ) qui  subsiste  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  et  imaginaires  des  variables 
qu’elle  renferme,  on  obtiendra  précisément  l’équa- 
tion (28). 

3.e  Problème.  Trouver  la  somme  de  la  série 
(C08.9-J-J/—I  sin.9),  •— ^-(cos'2ô-t-\/—'  sin.aô), 

-+■  ~ (cos.  3 6 -f-  I sin»  3$)  , &C.  » . . 

dans  le  cas  où  Von  attribue  à la  variable  z une 
valeur  comprise  entre  les  limites 

Z — "“**  I y Z — 4*  I . 

Solution.  Si  l’on  prend  à l’ordinaire  la  lettre  l 
pour  la  caractéristique  des  logarithmes  népériens , 
on  aura 

et  par  suite  l’équation  (21)  pourra  être  mise  sous 
la  forme 

1 +fJ  (fW=T  ««*•»)  ■+■  (co..2fi-H/rT  sin.jJ) 


7*  /(l  + i«  cos.J-t-*1)  _ 

e [cos.  fA.s  -+•  y/— , sin.  y,s ] , 

‘ Itt  vaIeur  de  * étant  toujours  donnée  par  la  formule 
TOM.  I.  v 
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(iH).  & ditns  l’équation  précédente  dît  développé 
les  deux  facteurs  du  second  merflbré  en  séries  con- 
vergentes Ordonnées  suivant  lés  puissances  ascen- 
dantes de  fx , puis , que  l’on  effectue  le  produit  deS 
deux  déVeloppemens  à l’aide  dé  la  formule  (31)»  on 
trouvera 

1 -H  — z (cos.J-t- sin.$)  ■ ) z 1 (cos.  10-4-/-'  «in.  i£) 

1 1 -1 

-+-&c - LJ 

• * > j * \ 

— I + — 2 Z cos.  ô + z‘)+*  1 ] 

_4_  Jt-  f i/(  I -+-  ZS  cos.  0 H-  Z *)  A’  -j/— 1 ]’  ■+* 

Enfin  , si,  après  avoir  retranché  l’unité  de  chaque 
membre , puis  divisé  les  deux  membres  par  u. , on 
fait  converger  la  quantité  /a  vers  la  limite  zéro  , on 
obtiendra  l’équation 

Ii-(cos.8-+-v/^Tsin.6)  — -^-(cos.^e-t-v^  siniÇ- 

{l=+. j 

— -t  /(ï  -4-2  Z COS.  9 -4-  -Z1)  S yé—«  , 

la  valeur  de  z devant  être , comme  dans  1 équation 
(21),  comprise  entre  les  deux  limites 

/ 

— 1 et  +1, 

Corollaire  i.*r  Si  l’on  égale,  dans  les  deux 
membres  de  l’équation  (37),  1 .“  les  parties  réelles , 
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».  Les  coe/ficiens  de  >/-i  , et  que  l’on  remette 
pour  s sa  valeur  déterminée  par  îa  formule^  (18) , 
on  obtiendra  les  deux  équations  réelles 


Z z "*  Z ^ 

Y cos. 8 — cos.  20 -H COS.  38  — &C... 

= 7 / (l  + 22  cos.  y 

3 . z1'  . ji 

Y 8IU-  S ~ SIn-  2fl  H sin.  30  -+-  &c. . . 


— arc  tang. 


z sin. 0 
I -f-3  COS.  •0,‘ 


Corollaire  2.'  Si  l’on  suppose  9 — ~t  ou,  ce 

qui  revient  au  même,  cos.  9 = o , sin.  ô = 1 , la  se- 
conde des  équations  (3  8)  deviendra 

(3  9)  z \ 1 ^ &c. . . = arc  tang.  Z.  \ * ’j 

> ■>  l * i j 

La  série  qui  forme  le  premier  membre  de  cette  der- 
nière équation  étant  convergente  non  - seulement 
pour  toute  valeur  numérique  de  z inférieure  à l’u- 
nité y mais  aussi  lorsqu’on  suppose  z — 1 [voyez  le 
chapitre  VI  J.  3,  3/ théorème],  il  en  résulte  que 
l’équation  subsistera  dans  cette  dernière  hypothèse  ; 
et , comme  on  a d’ailleurs 

arc  tang.  (i)  =s  ~ f 

on  en  conclura 

(4o)  = 

> j 4 

La  formule^  4o)  peut  servir  à calculer  par  approxi- 

V* 
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fnation  la  valeur  de  vr , c’est-à-dire , le  rapport  d« 

la  circonférence  au  diamètre. 


5.  3.*  Notations  employées  pour  représenter  quelques 
Fonctions  imaginaires  auxquelles  on  est  conduit  par 
la  sommation  des  séries  convergentes.  Propriétés 
de  ces  mêmes  Fonctions. 

Considérons  les  six  notations 

A*  f sin.  X , cos.  X , 

Lx  , arc  sin.  X , arc  cos.  X. 

Si  l’on  attribue  à la  variable  x une  valeur  réelle , ces 
six  notations  représenteront,  comme  l’on  sait,  au- 
tant de  fonctions  réelles  de  x,  qui,  prises  deux  à 
deux , seront  inverses  l’une  de  l’autre  , c’est-à-dire , 
données  par  des  opérations  inverses , pourvu  toute- 
fois que,  A désignant  un  nombre,  L exprime  la 
caractéristique  des  logarithmes  dans  le  système  dont 
la  base  est  A.  II  reste  à fixer  le  sens  de  ces  mêmes 
notations , dans  le  cas  où  la  variable  x devient 
imaginaire.  C’est  ce  que  nous  ferons  ici , en  com- 
mençant par  les  trois  premières. 

On  a prouvé  que , dans  le  cas  où  la  variable  x 
est  supposée  réelle , les  trois  fonctions  représentée» 
par 

A*  f sin.  X-,  cos.  X , 

sont  toujours  developpables  en  séries  «onvergente» 

t 
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ordonnées  suivant  ies  puissances  ascendantes  et 
entières  de  cette  variable.  On  aura,  en  effet,  dans 
cette  hypothèse , 

1 _ I 1.2  l.a.3 

(1)  / cos.*  = 1 — — -4-  » 

I sm.  x ~ »-  &e 

V 1 • 1 . 1 . 3 ' 

la  caractéristique  / désignant  un  logarithme  népé- 
rien. De  plus,  comme  [en  vertu  du  1 .*r  théorème , 
corollaire  1 .er , §.  2 ] les  séries  qu’on  vient  de  rap- 
peler restent  convergente»  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  là  variable  x,  on  est  con- 
venu d’étendre  les  équations  (1)  à tous  les  cas  pos- 
sibles, et  de  les  considérer  comme  pouvant  servir  à 
fixer,  lors  même  que  la  variable  devient  imaginaire, 
le  sens  des  trois  notations 

A*,  sin.  X , cas.  X. 

Observons  maintenant  que,  si  dans  la  première 
des  équations  (1)  on  fait  A — e,  e désignant  la  base 
des  logarithmes  népériens , on  en  tirera 

(2)  e*  — 1 — h — -+-  &c... , 

puis , en  écrivant  successivement , au  lieu  de  x , 
xlA  , , — xÿ^î , 
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• 1 

VM  = 1 + 

xl  A r‘(lA)1  .x'UAV  , 

- 1 ï — L i — L -+-&<• 

1 I 

1 

1 1.2 

i.i-3 

(3)< 

1 «.•>«=. - 

I r é .2 

'•*-i  r 

^ . - 

X / X1 

y-« h 

1 r 1.2 

'•*•3  r 

On  aura  par  suite 

i IA  Âx 

e = 4 , 


*■/- 


— cos.  x rt-  T sin.,«ar 


W—i 


— cos.  x — j/— i sin.  X 


; 


,1a  variable  x pouvant  toujours  être  ou  réelle,  ou 
imaginaire.  De  plus,  Péquation  (31)  [§..2]  don- 
nera, quels  que  soient  ifr, et  y , 

(5)  ex  . e? — 

'Cela  posé , il  deviendra  facile  d’obtenir  sous  forme 
finie  les  valeurs  de  A” , sin..r,  et  cos.  x , correspon- 
dantes à dès  valeurs  imaginaires  de  la  variable  x. 
En  effet,  si  l’on  suppose 

(6)  x = cu-+-  & ]/— ï , 

• . e N 

<t , & représentant  dqs  quantités  réelles  , on  con- 
clura des  deux  premières  équations  (4)  jointes  à 
l’équation  (5)  , 

xlA  (*+C/rr)Lt  P.IA  SIA-/^ 
A :i=é  ips.ie  . —b  »e 

=z.A*  (sosr&lA  A-.tyï—i/W'.ÇtA'); 
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et  des  deux  dernières  équations  (4) 

X^— ~l 


311 


cos.  X — 


sin.  X — 


x-J— i — J >/— J 

e — e 


*V- 1 


puis,  en  remettant  pour  .r  sa  valeur  et -h  £j/—  > , 
et  développant  les  seconds  membres, 

/ e -e  e -e 

< . e -+-  e > e — e . 

1 cos.#  = cos. fit sin.ot.y— i, 

I 2 * 2 

, J f S SS 

(o);  e -t-  e e —e  \ — 

' ' \ sin.er= sin.  et  H cos.  fit . y — i 

1 2 

I = cos.  — et  — € /-i 

Ainsi , dans  i’hypothèse  admise , les  trois  notations 
A f , sin.  X , cas.  X 

désignent  respectivement  les  trois  expressions  ima- 
ginaires 

A * ( cos.  Cl  A si».  OA).,, , . ■ 

ç S 6 S ..i 

e -t-e  . e — e 

sin.  et  -+-  cos.et.y'-t»»  j 


c s 

e e 


s s 

e — e 


cos.  ot  — 


-r, — sin.  et. y—  i. 


i 

Dans  la  même  hypothèse , si  l’on  fait  A—e , 1 équa- 
tion (7)  fournira  pour  la  notation 
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ex 

la  valeur  suivante 

.*<  ‘ ...  » - . 

em  (cos.  C -+*  y^i  sin.  C).  % 

Les  valeurs  des  trois  fonctions 
A * , sin.  X , cos.  X 

se  trouvant  fixées  par  ce  qui  précède,  dans  le  cas 
où  la  variable  x devient  imaginaire , nous  avons  en- 
core à chercher  quelles  définitions  on  doit  donner, 
dans  le  même  cas , des  fonctions  inverses 

Lx  , arc  sin.  X , arc  cos.  X , 

ou  plus  généralement  quel  sens  on  doit  alors  attri- 
buer aux  notations 

L ((x))  , arc  sin.  (jxjj  , arc  eos.  ((jf)). 

Supposons  toujours  . 

X — ce  -4-  £ V'~~'  — f (cos.  6 -+- j/— T sin . 0 ) , 

db,  C désignant  deux  quantités  réelles  qui  peuvent 
être  remplacées  par  le  module  j>  et  l’arc  réel  0.  Toute 
expression  imaginaire  ü + v propre  à vérifier 
l’équation 

(io)  Au+V^-'  = X 

sera  ce  qu’on  appelle  un  logarithme  imaginaire  de 
x pris  dans  le  système  dont  la  base  est  A.  Comme 
l’équation  ( i o)  fournit,  ainsi  qu’on  le  verra  ci-après , 
plusieurs  valeurs  de  u -+-  v y^î , dans  le  cas  mémo 
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où  £ se  réduit  à zéro , il  en  résulte  que  toute  expres- 
sion , soit  imaginaire , soit  réelle , a plusieurs  loga- 
rithmes imaginaires.  Lorsque  l’on  voudra  désigner 
indistinctement  un  quelconque  de  ces  logarithmes 
[ parmi  lesquels  on  doit  comprendre  le  logarithme 
réel , s’il  y en  a ] , on  emploiera  la  caractéristique  L 
ou  / suivie  de  doubles  parenthèses , en  ayant  soin 
d énoncer  dans  le  discours  la  base  du  système.  Nous 
choisirons  de  préférence  la  caractéristique  l , lors- 
qu’il s’agira  de  logarithmes  népériens  pris  dans  le 
système  dont  la  hase  est  e.  En  vertu  de  ces  conven- 
tions, les  divers  logarithmes  des  quantités  réelles  ou 
expressions  imaginaires 

l,  — i,  x 

se  trouveront  respectivement  désignés,  dans  le  sys- 
tème dont  la  base  est  A,  par 

£((>)).  £((—)).  tH,  • 

et , dans  le  système  népérien  dont  la  base  est  e , pat' 

>((■)).  '((-■)).  /((*)). 

Cela  posé,  pour  déterminer  ces  divers  logarithmes, 
il  suffira  de  résoudre  les  problèmes  suivans. 

1."  Problème.  Trouver  les  diverses  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  ? expression 

'((’))•  , 

Solution.  Soit  n-t-vj/^ï  l’une  de  ces  valeurs, 
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u,  v désignant  deux  quantités  réelles.  On  aura , 
d’après  la  définition  même  de  l’expression  /((i  )) , 

(n)  ,eu+v^=i, 

ou  , ce  qui  revient  au  même  , 

eu  ( cos.  i>  -+-  j/— i sin.  ,1»)  = I . 

/On  tirera  de  cette  dernière  équation 

e"=i, 

4 • 

cas.  V -h  ]/— i sin.  V ~ I , 

' .et  par  suite 

« = o , 

cos.  v=l,  sin.  y — O , U = dr  2 Æ 7T  , 

Æ représentait  un  nombre  entier  quelconque.  Les 
quantités  m et  étant  ainsi  déterminées , les  diverses 
valeurs  de  « + n/- 1 propres  à vérifier  l’équation 
(i  i)  seront  évidemment  comprises  dans  la  formule 

' ’ ' U -¥-V  ]/—  i =r  dr  2 km" . |/—  i. 

En  d’autres  termes , les  diverses  valeurs  de  ‘ / ((  i )) 
seront  données  par  l’équation 

(l2)  /[(l))  = ± 2 /Î-TT.  ]/“. 

Parmi  ces  valeurs  une  seule  est  réelle  >4savoir , celle 
qu’on  obtient  ep  posant  fc=o  , et  qui  se  réduit  çüe- 
même  à zéro.  C’est  pour  représenter  cette  valeur 
réelle  qu’on  emploie  communément  la  notation 

simple  ...  . : • . . . ;.  ..  . .. 
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/(l.)  OU  II. 

Quant  aux  valeurs  imaginaires  de  ^((i)),  elles  sont 
évidemment  en  nombre  infini. 

2.*  Problème.  Trouver  les  diverses  valeurs  de 
l’expression 

Solution.  Soit  u -+■  v l’une  de  ces  valeurs , 
u,  v désignant  deux  quantités  réelles.  On  aura  f 
d’après  la  définition  même  de  l’expression  l (( — i)), 

(.j)  e-w-  = _,, 

ou  , ce  qui  revient  au  même , 

eu  (cos.  V -+-  )/— 1 sin.  v)  = — I . 

On  tirera  de  cette  dernière  équation 

«■  = * j 

cai.  v ÿ'—'  sin.ï>  = — .1  ; 
et  par  suite 

u = o , 

cos.  v = — I,  sin.  v = O , V = rfc  (2  A* iJtT  , 

k représentant  un  nombre  entier  quelconque.  Lés 
quantités  u,  v étant  ainsi  déterminées,  les  diverses 
valeurs  de  u-+-vy/~i  propres  à vérifier  l’équation (13) 
*e  trouveront  comprises  dans  la  formule 

u v j/— 1 = =fc  (2  l'jvr 
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En  d’autres  termes,  les  diverses  valeurs  de  /(( — i)) 
seront  données  par  l’équation 

(14)  /((— = 

Par  conséquent  ces  valeurs  seront  toutes  imaginaires 
et  en  nombre  infini. 

3.*  Problème.  Trouver  les  diverses  valeurs  de 
l expression 

i ((*.  + S /=-,)).  • 

Solution.  Soit  u-+-v  j/~i  l’une  de  ces  valeurs. 
On  aura , d’après  la  définition  même  de  l’expression 

(l  g “+<'/—  « — j/ _i  =y?^cos.9-t-|/^T»in.ô)  , 

ou , ce  qui  revient  au  même , 

eu  (cos.  sin.  v)  — j>  (cos.O-t-p'— 1 sin.0), 

f désignant  le  module  de  et  -+-  Ç>  ÿ~\ i.  On  tirera  de 
l’équation  précédente 

em=f> 

cos.  V+/-1  sin.  V — cos.  Q ÿ'—i  sin.  0 ; 


et  par  suite 


“ = l{f), 


cos.u  ==  cos.  0 , sin.v=sin.0  , = 0 rb  2 /:7r , 


k représentant  un  nombre  entier  quelconque.  Les 
quantités  u,  v étant  ainsi  déterminées,  les  diverses 
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valeurs  de  u-t-v  -/~  se  trouveront  comprises  dans 
ia  formule 

% 

u-hv  — /(j)')  -t-Q  dc.zk'n’ ■/—  (. 

En  d’autres  termes , les  diverses  valeurs  de 

/((*, 

seront  données  par  l’équation 

(.6)  %+e/^))=/(/)+v--*-/((i))- 

Il  est  bon  d’observer  que  dans  cette  dernière  équa- 
tion la  valeur  de  f est  complètement  déterminée , 
et  égale  à 

-+-  £*)  , 

tandis  que  l’arc  9 peut  être  l’un  quelconque  de  ceux 
qui  ont  pour  cosinus  ÿ ( ^ ^ et  pour  sinus 

e • 

✓ . ■ 

Corollaire  i*r  Si  f on  fait , pour  plus  de  com- 

modité , 

(17)  £ = arc  tang.  -J-  , 

il  sera  facile  d’introduire  dans  la  formule  (16)  l'arc  £ 
au  lieu  de  l’arc  8.  En  effet , on  pourra  supposer 

..  9 = c 

si  cl  est  positif,  et 

8 — vr 


Digitized  by  Google 


318  cîours  d’analÿsè. 

si  et  est  négatif.  On  trouvera , dans  la  première  hy- 
pothèse , 

(,8) 

et , dans  la  seconde , 

( 1 9)  1 ( /)-+•  /-T -+-/((  1 )). 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  fait  én  particulier 
et  -+-  £ j/^T  = — 1 , c’est-à-dire  , et  *=.  — 1 , £ — o , 
et  par  süite  f — i , ô , on  obtiendra  la  suivante 

-(ao)  / ((- 1 ))  = 7f  j/=7  -h  /({ 1)). 

Il  en  résulte  qu’on  aura  généralement,  pour  des  va- 
leurs négatives  de  et, 

(*0  %+«/-))=/(/)+(✓-  + /((-.))• 

Supposons  maintenant  que  dans  les  formules  (1 8) 
et  (21)  on  substitue  à la  place  de  j>  et  de  £ leurs 
valeur* 

I ^ 

•(ct’-f-C*)1'  et  arc  tang.  - - . 

On  trouvera  pour  les  diverses  valeurs  de 
/ ((  au  -+-  £ j/—  1 'jj 
a si  et  est  positif, 

( /((et  •+■  £ /->  )}  = 

( T^eL‘ (are  teng- ~ ) y/^i  -+-  / ((  1 ))  ; _ 
2.0,  si  et  est  négatif , 
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/((et  -+-  C }/-<  ))  =■ 

y /(csM-C*)-!-  (arc  tang.  y)  ^ -y  -t-  l)).  . 

Corollaire  2.*  Si  dans  les  équations  (22)  et 

(23)  on  suppose  C=  o , elles  donneront  respective- 
ment , pour  des  valeurs  positives  de  et , 

(24)  %))=  /(et)  W((  I ))  ==  / (et)  ± 2 * TT  yO , 
et , pour  des  ■•Valeurs  négatives  de  et , 

(2  5 ) %))=/(— *W((—  I ))=/(—  £t)±(2&+.  I )7r/=T , 

Æ devant  toujours  être  un  nombre  entier.  II  suit  de 
ces  dernières  formules  qu’une  quantité  réelle  et  a 
une  infinité  de  logarithmes  imaginaires,  parmi  les- 
quels se  trouve  un  seul  logarithme  réel , dans  le 
cas  où  et  est  positif.  On  obtient  ce  logarithme  réel , 
désigné  par  la  notation  simple  /(et)  ou  /et,  en  posant 
dans  l équation  (24)  k = o. 

Scholie  i.tr  Parmi  les  diverses  valeurs  de  /((  i )), 
ainsi  qu’on  l’a  déjà  remarqué,  il  en  est  une  égale  à 
zéro  , que  l’on  indique  par  la  notation  /(  1 ) ou  / 1 , 
en  faisant  usage  de  parenthèses  simples,  ou  même 
les  supprimant  tout-à-fait.  Si  l’on  substitue  cette 
valeur  particulière  dans  1 équation  (22),  on  ob- 
tiendra une  valeur  correspondante  de 

que  l’analogie  nous  porte  à indiquer , à l’aide  de  pa- 
renthèses simples  , par  la  notation 
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/ ( A -H  te  y/—i  • 

Cest  ce  que  nous  ferons  désormais.  Par  suite,  on 
aura,  en  supposant  et  positif, 

(26)  /(*h-C/=Ï)  -1  l(oL'+C')  -+-(arc  tang. C- 

Si  au  contraire  et  devient  négatif,  — et  étant  alors 
positif,  on  trouvera 

K ^ f/—t  ) =7/(et‘-+-^*)-+-^arctang. V~~l  » 

ou , ce  qui  revient  au  même , 

(27)  /(  et  £)/—')  = /(^ot1-+-C1)-t-^arc  tang.^ .}/ —1 . 

En  faisant  usage  des  notations  précédentes  , on 
réduira  les  équations  (22)  et  (23)  à celles  qui  suivent 

(28)  l((c tH-C/^7))  = /(  et  -H  £ /-,)  -h  /((  1 ))  , 

(29)  /(-ct-C/-,)  H- /((_,)), 

la  première  se  rapportant  à des  valeurs  positives  de 
et , et  la  seconde  à des  valeurs  négatives  de  la  même 
quantité.  En  d autres  termes,  suivant  que  la  partie 
léelle  dune  expression  imaginaire  représentée  par 
a-  sera  positive  ou  négative , on  aura 

(30)  ^((•r))  = ^(■r) -+- ^((1)), 

ou  bien 

(3 1 ) 1 M = l{—*)  *+-  /((—  1 )). 
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En  résumant  ce  qu’on  vient  de  dire , on  voit  que 
la  notation  . 4 * 

, , ■ ■■,,  v 

a une  signification  précise  déterminée  par  l’équa- 
tion  (26},  dans  le  cas  seulement  où  la  partie  réelle 
de  l’expression  imaginaire  représentée  par  x est 
positive,  tandis  que  k notation  D & 

l ((x))  !-■  ' ♦ 

a dans  tous  les  cas  possibles  une  infinité  de  valeurs 
déterminées  par  lune  des  équations  (2 S)  et  (29) 

4.*  Pkoblëme.  Trouver  les  diverses  valeurs  de 
l expression 

• •+*  £/-’))  » . * 

la  caractéristique  L indiquant  un  logarithme  pris 
dans  le  système  dont  la  base  est  a. 

Solution . Soit  toujours  u-t-v-/— T l'ime  des 
valeurs  de  l’expréssion  que  l’on  considère.  On  aura, 
d’après  la  définition  même  de  cette  expression  , 

(3*) 

• » 

ou , ce  qui  revient  au  même , 

e . ■ = et -H 

1 étant  ,a  caractéristique  relative  aux  logarithmes 
népériens.  On  en  conclura 

( U -H  V IA •=  /((et  C 

et  par  suite, 

TOM.  1. 
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r t + C]/ — 


U -+-  V ]/—  I — 


IA 


ou  , en  d’autres  termes  , 

(33)  £((*  + £/-))  =3ï±g: 


Cette  dernière  équation  subsiste  dans  le  cas  même 
où  £ s’évanouit , c’est-à-dire  , lorsque  l’expression 
imaginaire  se  réduit  à une  quantité  réelle. 

Sciiolie.  Si  l’on  suppose  la  quantité  et  positive , 
à la  valeur  particulière  de  /((et  -+-  £ ■/—>  ))  repré- 
sentée par  /( et correspondra  une  valeur 
particulière  de  /.((ot-t-C/11^)),  que  l’analogie  nous 
porte  à désigner  à l’aide  de  parenthèses  simples  par 
îa  notation  L(<t-t-£  Cela  posé,  on  .aura, 

pour  des  valeurs  positives  de  et,  , s 


(34)' 


Lj{^cL  -+-  ^ ^ — 

» # 

= Zj(clx  -+-  £l  ) -+ 


LA 


arc  tiinsr.  - 
8 et 

Ta 


y-1 


De  plus,  si  dans  l’équation  (33)  on  substitue  pour 
/((et-t-€>/~))  sa  valeur  tirée  successivement  des 
formules  (2  3)  et  (29),  on  trouvera,  pour  des  valeurs 
positives  de  la  quantité  et. , . 

AI  ' 

j =z.(tt  + ev/-T)H-z.((.))J  , 

et,  pour  des  valeurs  négatives  de  la  même  quantité,' 
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= Z»  ( — et  — £ y'—  i ) - 


-<Vrî)  /((-,)) 

m 


En  d’autres  termes  , suivant  que  la  partie  réelle 
d’une  expression  imaginaire  représentée  par  x sera 
positive  ou  négative,  on  aura  • 

(37)  tH  = L{x)+L^))=L(x)± 

ou  bien 

(38)  = 

k désignant  un  nombre  entier  quelconque.  On  peut 
ajouter  que  des  deux  formules  précédentes  la  pre- 
mière subsiste  pour  toutes  les  valeurs  réelles  posi- 
tives de  ta  variable  x , et  la  seconde  pour  toutes  les 
Valeurs  réelles  négatives  de  la  même  variable. 

Après  avoir  calculé  les  divers  logarithmes  de 
l’expression  imaginaire  ’ * 

X—  et  y/~i  , 

proposons-nous  de.  trouver  les  arcs  imaginaires 
dont  le  cosinus  est  égal  à x.  Si  Ion  désigne  par 

arc  cos.  ■((,*■))  = U -t-  V ■/  — t 

fun  quelconque  de  ces  arcs,  on  aura,  pour  déter- 
miner u -et»  |/—i  r l’équation  •.  * , 

cos.  ( if  -+-  V y/ — 1)—  cL-+-£ÿ — 1, 

ou , ce  qui  revient  au  même , la  suivante 

(35;)  ■ cos.  U — - — ~~  sin.  U . }/— t = ct-i-£y/-^i  } 


I 
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laquelle  se  divise  eu  deux  autres , savoir , 


(4o) 


er  -+-  e“ 


cos.  U =■  Ct , 


sin.  U 


A ces  dernières  on  peut  substituer  le  système 
équivalent  des  deux  formules 

(40  — S—  , e~*  - -î-  -S- 

**  ' COS.  U SI  11.  U 7 COS.  U Slll.fi 

De  plus,  si  l’on  élimine  v entre  les  formules  (40» 
on  en  tirera  successivement 


sin.*  u 1 ’ 


sm. 


i .*U  — (l  — cl‘  —C1)  sin.1  U — C*  = o ; 

puis  , en  observant  que  sin.1  u est  nécessairement 
une  quantité  positive, 

On  aura  par  suite  - 


cos.  U = 


et , comme  [ en  vertu  de  la  première  des  équations 
(4o)]  cos.  u et  a,  doivent  être  de  même  signe  , on 
trouvera,  en  extrayant  les  racines  carrées  , 


(40  cos.M= 


Cela  posé  , si  l’on  fait  pour  plus  de  commodité 


by  Goc 
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on  conclura  des  équations  (4 1)  et  (4  2)  * 

(44)  U ==  ± U ± T.k'TT  , V = ± V , 

k désignant  un  nombre  entier  quelconque,  et  le» 
deux  lettres  U,  V devant  être  affectées  du  même 
signe;  en  sorte  qu’on  aura  définitivement 

(45)  arc'  cos.  ((.r))  zsz±  zk'TC  ziz^U  -\r  V j/—  ■ ). 

Parmi  les  diverses  valeurs  de  arc  cos.  ((.r))  que  fournit 
l’équation  précédente,  la  plus  simple  est  celle  qu’on 
obtient  eu  posant  k=G  dans- le  premier  terme  du 
second  membre  , et  prenant  l’autre  terme  avec  le 
signe  Nous  la  désigneront*  à l’aide  de  paren- 
thèses simples,  et  nous  écrirons  en  conséquence 

arc  cos.  (r)  = U -+-  V 1. 

♦ 

ou  même,  en  supprimant  tout-à-fait  les  parenthèses , 

(46)  . arc  cos.  X = u+  r/-T. 

Dans  le  cas  particulier  où , £ étant  nul , la  quan- 
tité et  reste  comprise  entre  les  limites  — 1 , -+-  1 , la 
formule  (46)  se  réduit , comme  on  devait  s’y  atten- 
dre, adéquation  identique 

.*  ** 

arc  cos.  et  — ' arc  cos.  et. 

D’autre  part,  si  l’on  observe  que±  2 kir  représente 
nn  quelconque  des  arcs  qui  ont  l’unité  pour  cosinus, 
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on  reconnaîtra  que  l'équation  (45)  peut  être  mise 

sous  la  forme 

« * . 

(4y)  arc  cos. ((.*•))  =»  rfc-arc  cos.  X •+-  arccos.((  1 )). 

Il  est  encore  essentiel  de  remarquer  que,  dans  le  cas 
où  l’on  suppose  C—o , et  la  valeur  numérique  de  et. 
supérieure  a l’unité , l’expression 


arc  cas.  et 


obtient  toujours  une  valeur  imaginaire.  Cette  valeur 
sera  donnée  par  l’équation 


(48) 


arc  cos.  et  — l (et)  . >}/—  ' 


•si  et  est  positif,  et  par  la  suivante 

* ' : ' ‘ ‘ . -•  *•  " - ’ \ À 

, ^4-9,)  arc  cas.  a = -h /(—  a)  .v/^7c=  [/(— et)  — v 


si  à.  devient  négatif. 

Considérons  ruafn tenant  les  arcs  imaginaires  dont 
le  sinus  est  x—et^-C  ÿ'r—'.  Si  l’on  désigne  un  quel* 
conque  de  ces  arcs  par 


• aresin.  ((.r))  * »+!)  ÿ—  • , 

. ». 
on  trouvera  [en  ayant  égard  à la  seconde  des  équa* 

lions  (9)]  | ...  ; : ••  1 

' x — v y/—' ) — cos.f  — *—  il  — v |/—  1 j ; 

et  l’on  en  conclura  ... 

(50)  arc  sin.  ((jr))  ==  U -+- Vy/—t  = -^.t—  arc  cos.  ((.r)). 

Si -dans  la  formule  précédente  on  substitue  lés  do- 
verses  valeurs  dearc  ccs;((u)) , dont  l’une  a été  dé* 
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signée  par  la  notation  arc  cos.  (.r)  ou  arc  cos.  x , on 
obtiendra  les  diverses  valeurs  de  arc  sin.  ((.r)) , dont 
l’une  sera  désignée  par  la  notation  arc  sin.  ( x ) ou 

arc  sin.  x , et  déterminée  par  l’équation 

< t , 

arc  sin.  X = — — arc- cos.  X. 

y • » 

A l’aide  des  principes  que  nous  venons  d’établir, 
il  est  aisé  de  reconnaitre  les  propriétés  les  plus  es- 
sentielles dont  jouissent  les  fonctions  de  la  variable 

imaginaire  x représentées  par  les  notations 

' • * 

A * , cos.  X , sin.  X , 

L X , arc  cos.  X , arc  sin.  X. 

• * ' * 

Pour  obtenir  ces  propriétés , il  suffit  d’étendre  les 
formules  que  ces  fonctions  vérifient  dans  le  cas  où 
la  variable  x est  réelle , au  cas  où  la  variable  de- 
vient imaginaire.  Cette  extension  s’effectue  d’ordi- 
naire sans  difficulté  pour  cliactmc  des  trois  fonctions® 

A x , cos.  X , sin.  X, 

Ainsi,  par  exemple,  A,  B,  C,  ....  désignant  plu- 
sieurs nombres  , on  prouvera  facilement  que  les 
équations 

AX  .A’  . À*  ...  = Ax*r*z  —, 

Âx . B* . Cx  ...  =•  (AB  C...)x , 

cos.  (j " — cos.  X cos.  y — sin.  X sin.  y t 

sin.  (x  -+-  y)  — sin.  X cos  .y  -4-  sin.  y cos.  X 

subsistent  également  pour  des  valeurs  réelles  et 
pour  des  valeurs  imaginaires  quelconques  des  va- 
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riablcs  x , ij,  z,  ...  Mais,  si  l’on  considère  des  for- 
mules dans  lesquelles  entrent  les  fonctions  inverses 

LéX , arc  cos.  X,  arcsin..r, 

• . * i 

on  trouvera  le  plus  souvent  que  ces  formules,  éten- 
dues au  cas  où  les  variables  deviennent  imaginaires, 
ne  subsistent  plus  qu’avec  des  restrictions  considé- 
rables , et  pour  certaines  valeurs  des  variables  dont 
il  s’agit.  Par  exemple , si  l’on  fait 

jr  = <*- 4-f  y/  — i , y — tt  -+-(»  / 1 * = * -t -C  /— i , &c.. . , 

et , si  l’on  désigne  par  ft  une  quantité  réelle  quel- 
conque , on  reconnaîtra  que  la  formule 

< ^ • 

(54)  £(.r)  -+-  L(y)  IJ^z)  -+-  &c...  = L(xyz...)  • 

* . k -•  > 

subsiste  seulement  dans  le  cas  où , au , au,  au",  &c... 
étant  positifs,  la  somme  V-èù 

s »■  * 

arc  tang.  — -t-  arc  tang.  — r-  -+-  arc  tang.  -y  -t-  &C... 

reste  comprise  entre  les  limites  — et  la 
formule 

(55)  L(x')  = p.L(x) 

dans  le  cas  où  , au  étant  positif,  le  produit 

* . e 

[K  . arc  tang.  — 

. » 
reste  compris  entre  les  mêmes  limites. 
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CHAPITRE  X. 

Sur  les  Racihes  réelles  ou  imaginaires  des  Équa- 
tions algébriques  dont  le  premier  membre  est 
une  fonction  rationnelle  et  entière  d’ une  seule 
variable.  Résolution  de  quelques  Equations  de 
cette  espèce  par  l’algèbre  ou  la  trigonométrie. 


*•  *■ 

5-  1."  On  peut  satisfaire  à toute  Équation  dont  le 
premier  membre  est  une  Fonction  rationnelle  et 
entière  de  la  variable  x par  des  valeurs  réelles 
ou  imaginaires  de  cette  variable.  Décomposition 
des  polynômes  en  facteurs  du  premier  et  du  second 
degré.  Représentation  géométrique  des  facteurs 
réels  du  second  degré. 

I 

CONSIDÉRONS  une  équation  algébrique  dont  le 
premier  membre  soit  une  fonction  rationnelle  et 
entière  de  la  variable  x.  Si  n représente  le  degré 
de  cette  équation , elle  pourra  se  mettre  sous  la 
forme  ’ •: 

(1)  a0xn-\-alx”~t  -t- x-+-qa=  o, 

a„,  a, , a, , ...  , a„  étant  des  coefficiens  constans 

réels  ou  imaginaires.  Ou  appelle  racine  de  cette 
même  équation  toute  expression  réelle  ou  imaginaire 
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qui,  substituée  à la  place  de  l’inconnue  x , rend  le 
premier  membre  égal  à zéro.  Supposons  d’abord,  pour 
fixer  les  idées , que  les  constantes  ao , a\ , ax  . ..  an 
se  réduisent  à des  quantités  réelles.  Algrs,  si  deux  va- 
leurs réelles  de  x substituées  dans  le  premier  membre 
de  1 équation  (i)  fournissent  deux  résultats  entre  les- 
quels zéro  se  trouve  compris,  c’est-à-dire,  deux 
résultats  de  signes  contraires , on  conclura  du  cha- 
pitre îï  [§.2,  4'  théorème]  que  l’équation  (i) 
admet  une  ou  plusieurs  racines  réelles  comprises 
entre  ces  valeurs.  U en  résulte  que  toute  équation 
de  degré  impair  aura  au  moins  une  racine  réelle. 
En  effet , si  n est  un  nombre  impair , le  premier 
membre  de  l’équation  ( i ) changera  de  signe  avec 
son  premier  terme  aQxn , toutes  les  fois  qu’en  attri- 
buant à la  variablç  x des  valeurs  numériques  très- 
considérables  on  fera  passer  cette  variable  du  positif 
au  négatif  : [voy.  le  8.e  théorème  du  chap.  II , §.  i]. 

Lorsque  n devient  un  nombre  pair,  la  quantité 
xn  demeurant  positive  tant  que  la  variable  x est 
réelle , le  premier  membre  de  l 'équation  (,i  ) finit  par 
être,  pour  de  très -grandes  valeurs  numériques  de 
x , constamment  de  même  signe  que  aa.  Si,  dans  la 
même  hypothèse , a„  et  ao  sont  de  signes  contraires, 
le  premier  membre  changera  évidemment  de  signe, 
lorsqu’on  passera  d’une  très- grande  valeur  numé- 
rique de  x à une  très-petite , en  laissant  la  variable 
toujours  positive  ou  toujours  négative.  L équation  (_  i ) 
aura  donc  alors  deux  racines  réelles,  l’une  positive 
et  l’autre  négative. 
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Lorsque,  n étant  un  nombre  pair,  ao  et  a„  sont 
de'  même  signe  , il  peut  arriver  que  le  prertiier 
membre  de  i’équation  ( i ) reste  , pour  toutes'  les 
valeurs  réelles  de  x , de  même  signe  que  ao , sans 
jamais  s’évanouir.  C’est  ce  qui  a lieu , par  cxemplp, 
pour  chacune  des  équations  binômes 


x*-+-i  = o,  ^r+-t- 1 — o , xl5-t-i  = o,  &c....  . 

* * - - . . - ; . . » • • i * ' 

Dans  un  cas  semblable,  l’équation  (r)  n’aura  plus 
de  racines  réelles  ; mais  on  y satisfera  en  prenant 
pout. .r  une  expression  imaginaire 

u -+-  V ]/— i i \ 


u , v désignant  deux  quantités  réelles  et  finies.  Cette 
proposition,  et  celles  que  nous  venons  d’établir,  se 
trouvent  renfermées  dans  le  théorème  suivant. 


l.er  Théorème.  Quelles  que  soient  les  valeurs 
réelles  ou  les  valeurs,  .imaginaires  .clés  constatées 

4 - . • ^ * ’ ) 

na , a ,,  ...  aa_,  , nn  , l’équation  , . 

(i)  a.^  + a,  x"~'  -+-...  x-t -au  — o , 

♦ *•’«'*»**,’ 

dans  laquelle  n désigne  un  nombre  entier  égal  ou 
supérieur  a l’unité , a toujours  des  racines  réelles 
ou  imaginaires.  ••  • >•  "•'*  • 


Démonstration.  Désignons,  pour  abréger, 
par  f(x)  le  premier  membre  de  l’équation  (i)  _: 
f(x)  sera  une  fonction  réelle  ou  imaginaire',  maik 
toujours  entière,  de  la  variable  x;  et,  puisque  toute 
expression  réelle  u se  trouve  comprise  comme  cas 
particulier  dans  une  expression  imaginaire  u- 
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il  suffira,  pour  établir  le  théorème  énoncé,  de  dé- 
montrer généralement  qu’on  peut  satisfaire  à l’équa- 
tion 

CO 

/(•*)  = 0, 

en  prenant 

. • •; js 

X — U V , 

puis  attribuant  aux  nouvelles  variables  u et  v des 
valeurs  réelles.  Or , si  l’on  substitue  la  valeur  pré- 
cédente de  x dans  la  fonction  f(x) , le  résultat  sera  v. 
de  la  forme  “ ...... 

<P  %(«,  o » 

<J>  (u-,  v ) , % (m  , v)  désignant  deux  fonctions  réelles 
et  entières  des  variables  u et  v.  Cela  posé,  l’équa- 
tion (i)  deviendra 

<p(u,  + v)  = o ; 

et,  pour  y satisfaire , il  suffira  fie  vérifier  les  deux 
•quations  réelles  * . . ' ~ 

cp  (ù,  v)=z  o , 

x(u,.v)=  O, 

ou  , ce  qui  revient  au  même , l’équation  unique 

(3)  OK*')]‘  -‘-[xK  = 

Donc , si  l’on  pose  pour  plus  de"  commodité 

(4)  F{u,  v ) = |>(u,  V)J  -+-[%(“/ .«')]“  » 

il  restera  seulement,  à montrer  que  l’on  peut  obtenir 
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des  valeurs  réelles  de  u et  de  v propres  à faire  éva- 
nouir la  fonction  .. 

F(u,  v). 

On  y parviendra  sans  peine  à l’aide  des  considéra- 
tions suivantes. 

D’abord , pour  déterminer  la  valeur  générale  de 
la  fonction  F(u,  v ) , on  représentera  chacune  des 
constantes -réelles  ou  imaginaires  a0 , a:, ...  , an, 

ainsi  que  la  variable  imaginaire  , par  le 

produit  d’un  module  et  d’une  expression  réduite; 
et  l’on  écrira  en  conséquence 


(5) 


Oo  = J’o(cos.0o-+->/_,  »in.0o),  o.s^.Ccos.O.-fy—.  sin.ÇJ..^ 

...... v-.-.' 4 

- . * •*  » 

(o)  U -+-  V ÿ—  i = T (cos.  t -+•  }/— i »in.  t ). 

On  aura  par  suite 


f{u  -+-»)  yC^)  — Po  r " [cos.(n<-f-0o)-fy_i 

-f*  j>1r*‘"I[cos.(«—  i . /-h0 1 )-+*yr —i  i - 0 ») î 


(?) 


-+-jJ„(cos.  6„-l-y'-^rsin.e,);  :•  i 

et  l’on  en  déduira 


(8) 


p (u  , v)  = ,p0  r"  cos.(n/  4-  0O)  , r*-1  cos.(n — i .Î4-0, 

...  -H  J»,-.  ^ cos-  (t  -h  0„_,  ) 4-  j5s  cos.  0„ , 
X(u,v)  sst  j>i  r”  sin.  (n/4-0u)  -+-  J>,  r"-1  sin.(ra— i . t4-0,)4~ 
...  -+-J>n~,  r»w».(*  4-0,.,,  wn  .0,; 
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>s.(n/-t-J!,)-f-j>1r“-,cos.(n — i . i * 

' ■+"  -Pit-t  rco».((-i-0,_')  + j>n  c<fe.0„)  , 

i.(«t-+-0o)-H</>Ir““,sin.(n—  i . r-l- 0 , j-4- ...  )* 

-H  j?,_,  T sin.  (t  -+-  6n_,  j -+-  J>B  sin.  9n  ) 

• I.  f * 

J>o*  -+• 

. , . . 1 

-t-  , 

Il  résulte  de  cette  dernière  formule  qiie  la  fond- 
ation F [a,  i»),  toujours  évidemment  positive,  est  le 
produit  de  deux  facteurs,  ddnt  l’un , savoir, 

r*"  = (m*  + v')n 

croîtra  indéfiniment  si  i on  attribue  aux  variables  u , 
v ou  à l’une  d’elles  seulement  des  valeurs  numéri- 
ques de  plus  en  plus  grandes,  tandis  que  l’autre 
facteur  convergera  dans  la  même  hypothèse  vers 
la  limite  f0x,  c’est-à-dire,  vers  une  limite  finie  diffé- 
rente’ de  zéro.  On  en  conclura  que  là  fonction 
F(u,  v ) ne  peut  conserver  une  valeur  finie  qu’alitant 
que  les  deux  quantités  ti , v reçoivent  elles- mêmes 
dès  valeurs  de  cette  espèce  , et  devient  infiniment 
grande  dès  que  l’une  des  deux  quantités  croit  indéfi- 
niment. De  plus,  comme  l’équation  (4)  donne  pour 
F(u,  v ) une  fonction  entière  et  par  conséquent  une 
fonction  continue  des  variables  u et  v , il  est  clair 
que  j F {il,  v),  variant  avec  elles  par  degrés  insen- 
sibles , et  ne  pouvant  s’abaisser  au-dessous  de  zéro , 
atteindra  une  ou  plusieurs  fois  une  certaine  limite 


- Jo  J>,  ros.  (f Bp  — 9,  ) 
r 

-+-  2 j>„  cos.  8J 

r * 
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inférieure  quelle  ne  dépassera  jamais.  Représentons 
par  A cette  limite  , et  par  u0,  va  un  des  systèmes 
de  valeurs  finies  de  u et  de  v,  pour  lesquels  F[u,  v) 
së  réduit  h A , en  sorte  qu’on  ait  identiquement 

(10)  F(uoy  v„)  — A. 

La  différence  F(ii,  v)—F(u0 , vn)  ne  s’abaissera  jamais 
au-dessous  de  zéro;  par  conséquent,  si  l’on  fait 

(11)  u — no  -+■  CL  h , V .=  Vv  -4-  OU  k , 

cl  désignant  une  quantité  infiniment  petite,  èt  H,  k 
deux  quantités  finies,  l’expression 

F(u0-i-  h , va-+-  cl  k)  — F{u0,  t>„) 

ne  sera  jamais  négative.  En  partant  de  ce  principe, 
il  sera  facile  de  déterminer  la  valeur  de  la  cons- 
tante A , ainsi  qu’on  va  le  faire  voir. 

Si  dans  l’expression  imaginaire  ■/—'')  on 

substitue  pour  u et  v leurs  valeurs  données  par  les 
formules  (i  i),  cette  expression,  devenant  alors  une 
fonction  imaginaire  et  entière  du  produit 

cl  \ h — 4—  k j/1 — i ) , 


pourra  être  développée  suivant  les  puissances  en- 
tières et  ascendantes  de  ce  même  produit.  En  dési- 
gnant par  , 

R (cos.  7V/-r  sin.  / ) , Rt  (cos.  sin.  T*,)  , 

.........  R„  (cos.  T„  -+-  sin.  7’.  ' 


nj  * 


les  coefficiens  imaginaires  de  ces  puissances  dont 
quelques-uns  peuvent  se  réduire  à zéro,  et  faisant 

* j ' \\  . * • . 

pour  plus  de  commodité 


\ 
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(12)  h -+-  X.'|/—  1 =y>(cos.ô  -+-  j/—i  »in.6j  , w 

ou  obtiendra  l’équation 

/[«o4-«ov/ — — i )]  — a (cos.r-^/r:  sin.  73 
+ [cos.  (T,  -+-  6 ) -+-  y/ — 1 sin. ( T,  -+-  0) ] -t-  ,.i 

• ••+*”  J3"  [cos.  (T*,,  "+" "6)  ■+••(/—  1 sin.  (T3,  •+■  n0) ] * 

dans  laquelle  les  termes  du  second  membre , et  par 
conséquent  les  modules 

. .R,  R,,  R„ 

ne  sauraient  s’évanouir  tous  en'  même  temps. 
Comme  on  aura  d’ailleurs 

/[*o  + *A  + [l»oH-*^)./^ï] 

( sai<p(u0-ha.h,v„-i-ei/t)-i-  y^ZT,  X («„+«L»4+^)t 

on  conclura  de  1 équation  (13) 

<p  (u„  -+-  ath , = R cos,  T-+-U.R,  J>pos.(T  ,-4-0)-»-... 

....  -+-  ttn  Rn  j>"  cos.  ( Tn  -+-  n 6 ) 

. *> 

X {u0-heLh,v0^-a./i)  = ftsiu.T-ha.R,  j>sin.(7'I-»-0)-4-... 

“H  sin.^-t-ne)} 

et  par  suite 

!F  (u0-+-cLh,v0-\-<tk) 

— [iîcos.7’-4-a/îI_c><'o*.(T’1-4-6)-t-M.-+-«t"7fn_p"c03.(7’Il-f-»ô)]1 
-4-[/îsin.r-h*Æ1<psin.(ri-hG)-H...-t-«"iïnJ>"*in.(r|1-+-n$)J1. 

Si  dans  cette  dernière  formule  on  pose  ol=  o,  on 
en  tirera 

F{uot  v0 ) = R\ 

*_ 

Donc  R1—  A , R — A1.  Si  maintenant  on  déve- 

\ . 
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loppe  le  second  membre  de  lequation  (16)  suivant 
les  puissances  descendantes  de  R,  et  que  l’on  y rem- 

1 

place  ensuite  R par  A 2 , cette  équation  deviendra 

(17)  F(ua-t-d.h,  v0-hcck)  = 

jr  * ' l» 

a+ia  7 *j>  [ÆIcoS:(r,-r+e)+...+*"-kj5’,-,Æ„cos.(r„-7;-+ne)] 

, ,x|  [/?,  cos.(T,-h9)  j>n~‘Fllcoa.(TM-hn^) 

i -*-  [#.  siD.(r,-t-9)  j >"~'Rn  sia.  (T„+nQ)]*  j * 

et , si  l’on  fait  passer  dans  k premier  membre  la 
quantité  A—F(iev,  v0),  on  trouvera  définitivement 

(18)  F(u„ -t-*A,i>0-+-£tA)  — F(u0,vc)  = 

i ' • - . . • - . ■ . 

iA  1 * j>  [ Rtcoa.{Tl-T-h^)  -4- ...  -h  *n- V’  R ncot. {T K-T-+i$  ) ] 
* y „ I [*-c03-(r >8)  co..(  r.+«e)p ) 

Cela  posé , puisque  la  différence 

F(n0  -*-cLh,  va  -h  ce  A)  — F(u0,  v0) 

ne  doit  jamais  s’abaisser  au-dessous  de  la  limite 
zéro  , il  faudra  de  toute  nécessité  que , pour  de  très- 
petites  valeurs  numériques  de  et,  le  second  membre 
de  l’équation  précédente  , et  par  suite  le  premier 
terme  de  ce  second  membre,  c’est-à-dire,  le  terme 
qui  renferme  la  plus  petite  puissance  de  et,  ne  puisse 
devenir  négatif.  Or,  en  désignant  par  Rm  la  pre- 
mière des  quantités 

• * 

, ....  Rn  p , 

TOil.  1 . y 
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qui  obtient  une  valeur  differente  de  zéro , on  trou- 
vera pour  le  terme  dont  il  s’agit 


m ' 


si  A n’est  pas  nul , et 

.i»7ï  ~ * m n 1 

* / lim 

• 

dans  l’hypothèse  contraire.  De  plus,  comme,  la 
< valeur  de  l’arc  Ô étant  tout-à-fait  indéterminée , ou 
peut  en  disposer  de  manière  à donner  au  facteur 

co., ( T„  — T+m6), 

et  par  conséquent , au  produit 

i 

2 A 1 ctmfm  Rm  cos.  ( Tm—  T-+-  m ô ) 

tel  signe  que  l’on  voudra,  il  est  clair  que  la  seconde 
hypothèse  reste  seule  admissible.  On  aura  donc  né- 
cessairement 

(19)  : A — o ; 
ce  qui  réduira  l’équation  (10)  à 

(20)  l'o)  = O. 

Il  en  résulte  que  la  fonction  F(ti,  v)  s’évanouira 
si  l’on  attribue  aux  variables  u,  v les  valeurs  réelles 
tiu , vu  ; et,  par  suite,  que  l’on  vérifiera  l’équation 

(0  /(■*)  = °>  . . ... 

•***'».•*■*  ' 

en  prenant  . 1 ■.  g..:.* 

x = uu  h-  v0  -/-i . 


. . ..  J 
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En  d’autres  termes , ua  -+-  vQ  j/~  sera  une  racine  de 
lequation 

( i ) + + a„_,  x -+-  a „ = o. 

La  démonstration  précédente  du  théorème  i.or, 
quoique  différente  en  plusieurs  points  de  celle  qu’en 
a donnée  M.  Legendre  [ Théorie  des  Nombres, 
I.rePart.  g.  XIV],  est  fondée  sur  les  mêmes  principes. 

Corollaire.  Le  polynôme 

f{jr)  = a0.vn  -+-  at  x"~'- a„_t. v -+-  a„ , 

s’évanouissant,  ainsi  qu’on  vient  de  le  dire,  pour 

X — U.  -H  l\  ÿ'-éi  , 

sera,  en  vertu  du  1 .er  théorème  [chap.  VIII,  5-  4]  > 
algébriquement  divisible  par  le  facteur 

x — «0  — .voy-i. 

Le  quotient,  ne  pouvant  être  qu’un  nouveau  poly- 
nôme du  degré  n — i par  rapport  à x , sera  encore 
nécessairement  divisible  par  un  nouveau  facteur  de 
même  forme  que  le  précédent,  c’est-à-dire,  du  pre- 
mier degré  par  rapport  à x.  Désignons  par 

• x — u,  —V,  ]/— i 

ce  nouveau  facteur.  Le  polynôme  f{x)  sera  équi- 
valent au  produit  des  deux  facteurs 

x — ua— , x — u,—  V.-/-T  . 

par  un  troisième  polynôme  du  degré  n — 2.  On 

Y* 
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prouvera  que  ce  troisième  polynôme  est  divisible 
par  un  troisième  facteur  semblable  au*  deux  autres; 
et  en  continuant  à opérer  de  la  même  manière , on 
finira  par  obtenir  n facteurs  linéaires  du  polynôme 
f(x).  Soient  respectivement 

•r — uo  — vo  y/— « > *— v,  f—i 

ces  mêmes  facteurs.  En  divisant  le  polynôme  f(x) 
par  leur  produit,  on  trouvera  pour  quotient  une 
constante  évidemment  égale  au  coefficient  aa  de  la 
plus  haute  puissance  de  x dans ,f(x).  On  aura  en 
conséquence 

(i  i)  f(x)  — aa(x-u0—v0  y/~)(x~u , /T7 ) . . . (.r  u y^T, ) ■ 

Cette  dernière  équation  renferme  un  théorème  que 
l’on  peut  énoncer  ainsi  qu’il  suit. 

2.e  Théorème.  Quelles  que  soient  les  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  des  constantes  aot  a. , .... 
an_ x , an , le  poli) nome 

a0 %n *+~  a,  x"~' ...  *i- a„ x a„  = f(x) 

sera  équivalent  au  produit  de  la  constante  par 
n facteurs  linéaires  de  la  forme 

x — et  — (d  l/— ' . 

¥ 

Déterminer  les  facteurs  dont  il  est  ici  question  , 
c’est  ce  qu’on  appelle  décomposer  le  polynôme  /Y.r) 
en  ses  facteurs  linéaires.  Il  n’y  a qu’une  seule  ma- 
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nièrc  d’effectuer  cette  décomposition.  Pour  le  dé- 
montrer,  supposons  que  deux  méthodes  différentes 
aient  foui’ni  les  deux  équations 

I/(x)  = a o (x  — uo—v0ÿ'~)*  (x  — u,  —V,  x ... 

...  X (■*  — «<„_,  — /^T) , 

/ (*)  = «.  /=7)  X (*  — *,  — f,  l/— «}  X — 

, . , X (x  — , *—  ^ — I )• 

On  en  tirera 

(x— <*„— C<,v/— ■)  (x—ct—ç  yr;)...(x— 

= (x— uc— voV/_i)  (*— « ,— î>  ,y/— i ) . . . (x— x ) . 

Le  dernier  membre  de  la  formule  précédente  s'éva- 
nouissant lorsqu’on  attribue  à la  variable  x la  valeur 
particulière  uo->r-vay1'—  i,  il  faudra  de  toute  néces- 
sité que , pour  cette  même  valeur  de  x,  le  premier 
membre , et  par  conséquent  l’un  de  ses  facteurs 
[voyez  le  chap.  VII,  §.  2 , y.e  théorème, ’coroll.  2] 
se  réduise  à zéro.  Soit 

X — CL0  — £0  ■/- 1 

le  facteur  dont  il. s’agit.  On  aura  identiquement 
*-0  -+■  6.  /-T , 

et  par  suite 

x — ol0  — 6„  |/-i  — x — u„  — /-T. 

* 

Cela  posé,  la  formule  (23)  pourra  être  remplacée 
par  la  suivante 
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(.r  — <l,  — C,  /-■) . . . {x—  <tn_t  — ■/-') 

— ix—u,  — v, /-■)... (x—u„_, 

Le  second  membre  de  celle-ci  s’évanouissant  lors- 
qu’on suppose 

x — k.  -+■  v,  /—  , 

l’un  des  facteurs  du  premier  membre , par  exemple  » 

.3"  — et,  — 

devra  s’évanouir  dans  la  même  hypothèse;  ce  qui 
entrainera  deux  nouvelles  équations  identiques  de 
la  .forme 

et,  ■+■  C,  r,  — i , 

* J-  — a.,  — ! = X — U,  — V,y/—I. 

En  répétant  plusieurs  fois  le  même  raisonnement, 
on  prouvçra  que  les  diiferens  facteurs  linéaires  dont 
se  composent  les  seconds  membres  des  équations 
(22)  sont  absolument  les  mêmes  dans  l’une  et  l’autre 
équation.  Il  est  essentiel  d'ajouter  que  chaque  fac- 
teur imaginaire  de  la  forme 

x — CL  — t>  ]/— 1 

se  change  en  un  facteur  réel  x — a , toutes  les  fois 
que  la  quantité  £ se  réduit  à zéro. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (i),  étant, 
d’après  ce  qu’on  vient  de  dire,  décomposable  d’une 
seule  manière  en  facteurs  linéaires,  ne  peut  s’éva- 
nouir qu’avec  l’un  de  ces  facteurs.  Si  donc  on  les 
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égale  successivement  à zéro , on  obtiendra  toutes 
les  valeurs  possibles  de  x propres  à vérifier  l’équa- 
tion (i),  c’est-à-dire,  toutes  les  racines  de  cette 
équation.  Le  nombre  de  ces  racines , comme  celui 
des  facteurs  linéaires  , sera  égal  à n.  De  plus  , à 
chaque  facteur  réel  de  la  forme  x — <t  correspondra 
une  racine  réelle  et , et  à chaque  facteur  imaginaire 
de  la  forme 

X — CL  — £ ]/—  i 

une  racine  imaginaire 

Ct  -4-  £ ]/—'  • 

Ces  remarques  suffisent  pour  établir  la  proposition 
suivante. 

3.e  Théorème.  Quelles  que  soient  les  valeurs 
réelles  ou  les  valeurs  imaginaires  des  constantes 

c* 

, «„  ; l’équation 

* î 

(1)  a0x” -+-a,x"~'  -+- ...  +a,_,r+fl„  = o 

a toujours  n racines  réelles  ou  imaginaires , et  n’ en 
saurait  avoir  un  plus  grand  nombre. 

ïi  peut  arriver  que  plusieurs  des  racines  de  1 équa- 
tion (i)  soient  égales  entre  elles.  Dans  ce  cas,  le 
nombre  des  valeurs  différentes  de  la  variable  propres 
à vérifier  cette  même  équation  devient  nécessaire- 
ment inférieur  à n.  Ainsi,  par  exemple,  1 équation 
du  second  degré 

x 1 — 2Æ.r  + ax  = o 

ayant  ses  deux  racines  égales,  on  ne  pourra  y satis- 
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faire  que  par  une  seule  valeur  de  x t savoir, 

x — a. 

Lorsque  les  constantes  a0  , a, , ....  an_t , an  sont 
toutes  réelles,  l’expression  imaginaire 

du  -+-  £>  ■ 

ne  peut  évidemment  être  une  racine  de  l’équation 
(1),  sans  que  l’expression  conjuguée 

du  — £ ]/—  i 

soit  une  autre  racine  de  la  même  équation.  Par 
conséquent,  dans  cette  hypothèse,  les  facteurs  ima- 
ginaires et  linéaires  du  polynôme  qui  forme  le 
premier  membre  de  l’équation  (i)  sont  deux  à deux 
conjugués,  et  de  la  forme 

x — CL  — ÉV-T,  X — ce.  -4- 

Lé  produit  de  deux  semblables  facteurs  étant  un 
polynôme  réel  du  second  degré,  savoir, 

(j?  — <t)‘  £* , 

on  déduit  immédiatement  de  l’observation  qu’on 
vient  de  faire  le  théorème  suivant. 

4.e  Théorème.  Lorsque  aof  a, , ...  an_, , an  dési- 
gnent des  constantes  réelles , le  polynôme 

(a4)  x*  -+■  a,  .v"-'  -t- ...  x -t-  an 

est  décomposable  'en  facteurs  réels  du  premier  ou 
du  second  degré. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  présenté  les 
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racines  imaginaires  de  I équation  (i)  sons  la  forme 

\ et  zt  £ Y~  i. 

Alors,  pour  le  polynôme  (24),  un  facteur  réel  du 
second  degré  correspondant  à deux  racines  imagi- 
naires conjuguées 

cl  -+-  £ j/—  i , et  — £ y — 1 , 

était  de  la  forme 

/ 

(x  — et)*  £\ 

Si  l’on  fuit,  pour  plus  de  commodité, 

et  ± £ /-T  = f ( COS.  0 ± y — 1 s>n-  9)  * 

[f  désignant  une  quantité  positive,  et  9 un  angle  que 
l’on  pourra  supposer  compris  entre  les  limites  o , 7r], 
le  même  facteur  réel  du  second  degré  deviendra 

(x  — f cos.0)*  -f-  (^sin.0)* 

= X1  — 2f  X cos.  0 Y ■ 

Il  est  facile  de  construire  géométriquement  cette 
dernière  expression  dans  le  cas  où  l’on  attribue  à la 
variable  x une  valeur  réelle.  En  effet , si  l’on  trace 
un  triangle  dans  lequel  un  angle  soit  égal  à 0,  les 
deux  côtés  adjacens  étant  respectivement  représen- 
tés l’un  par  la  valeur  numérique  de  x,  l’autre  par  le 
module  f , le  carré  du  troisième  côté  sera  [ d’après 
un  théorème  connu  de  trigonométrie  ] la  valeur  du 
trinôme 

x * — 2 y-  x cos. 
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toutes  lus  fois  que  la  variable  x sera  positive.  Si  la 
variable  x devient  négative,  il  suffira  de  remplacer 
dans  la  construction  indiquée  l’angle  ô par  son  sup- 
plément. 

Le  troisième  coté  du  triangle  dont  il  est  ici  ques- 
tion ne  peut  s’évanouir  que  dans  le  cas  où  les  deux 
premiers  cotés  tombent  sur  une  même  droite,  et  où 
leurs  extrémités,  coïncident,- ce  qui  exige,  i .“  que 
l’angle  Ô se  réduise  à zéro  ou  à tt,  2."  que  la  valeur 
numérique  de  x soit  égale  à j>.  Par  suite,  le  facteur 

x1  — 2 f X cos.  Ô -+-/1 

ne  pourra  devenir  nui  pour  une  valeur  réelle  de  x , 
à moins  que  l’on  ne  suppose 

cos.  ô = i,  ou  cos.  9 = — i ; 

et  la  seule  valeur  de  x propre  à faire  évanouir  ce 

facteur  sera  , dans  la  première  hypothèse , 

. \ 

— f , 

dans  la  seconde  , 

x=.-f. 

On  arriverait  directement  au  même  but  en  obser- 
vant que  l’équation 

X%  — 2 fX  cos.  ô -+- — O 

a deux  racines  ■ , 

ÿ (cos.ô-t-j/ —i  sin.  ô)  , J>  (cos. 6 — j/—  i sin. ô)  , 

qui  ne  peuvent  cesser  d être  imaginaires  sans  devenir 
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égales,  et  que  les  seules  valeurs  de  ô capables  de 
produire  cet  effet  sont  celles  qui  vérifient  la  formule 

sin.  9=0, 

de  laquelle  on  tire 

cos.  6 = db  i , 
et  par  conséquent 

x = ± j> 

pour  la  valeur  commune  des  deux  racines. 

Jusqu’à  présent,  nous  nous  sommes  bornés  à dé- 
terminer le  nombre  des  racines  de  l’équation  (i), 
avec  la  forme  de  ces  mêmes  racines  et  celle  des 
facteurs  qui  leur  correspondent.  Nous-  allons , dans 
les  paragraphes  suivans,  passer  en  revue  quelques 
cas  particuliers  dans  lesquels  on  est  parvenu  à ré- 
soudre de  semblables  équations,  sans  être  obligé  de 
concevoir  leurs  coefficiens  convertis  en  nombres , 
et  à exprimer  les  racines  en  fonctions  algébriques 
ou  trigonométriques  de  ces  coefficiens.  Nous  obser- 
verons ici  à ce  sujet  que  , dans  toute  équation  algé- 
brique dont  le  premier  membre  est  une  fonction 
rationnelle  et  entière  de  la  variable  x , on  peut  ré- 
duire par  la  division  le  coefficient  de  la  plus  haute 
puissance  de  x à l’unité , et  celui  de  la  puissance 
immédiatement  inférieure  à zéro  par  un  changement 
de  variable.  En  effet,  si  dans  l'équation 

a0xn-+-  a.  x”~‘  -+- ...  -h-  an_,  x -an  =.  o 
a,  n’est  pas  égal  à i , il  suffira  de  diviser  l’équation 
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]>ar  aD  pour  réduire  le  coefficient  de  x*  à l’unité  ; 
et,  si  dans  une  équation  mise  sous  la  forme 

•A’  i Ot  Xn  ' -+-  ...  -t—  Cln_,  X -+-  Cl n 3^;  O 

a,  n’est  pas  nul , il  suffira  de  poser 
x — z — 

n 

pour  obtenir  une  transformée  en  z du  degré  n , qui 
n’ait  plus  de  second  terme , c’est-à-dire , une  trans- 
formée dans  laquelle  le  coefficient  de  zn~'  s’éva-  . 
nouisse* 


J.  2.*  Ré solution  algébrique  ou  trigonométrique  des 
Equations  binômes  et  de  quelques  Equations  tri~ 
nomes.  Théorèmes  de  Moivre  et  de  Cotes. 

Considérons  l'équation  binôme 

(1)  xn  -t-p  = o , 

p désignant  une  quantité  constante.  On  en  tii'era 
xn  — —p, 

ou , si  l’on  désigne  par  f la  valeur  numérique  de  p , 
* " = ± f- 

On  aura  donc  à résoudre  l’équation 

(2)  **=/» 

si  — p est  positif , et  la  suivante 
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.(3)  xn  = -f, 

si  — p est  négatif.  On  satisfait  à la  première  en 
prenant 

. (4)  * = (0>f  =/■(('))■- 

et  à la  seconde  en  prenant 

(s)  *=<hf =/:«— ))■• 

Quant  aux  diverses  valeurs  de  chacune  des  deux 

i.  J. 

expressions  ((  1 ))  " , (( — 1 ))  " , elles  sont  toujoui's  en 
nombre  égal  àn  [ voyez  ie  chapitre  VII , §.  3 ] , et 
se  déduisent  des  deux  formules 


2 kir  . / — , z kir 

cos.  zir  t/~  i sin. , 

n f ri 


(îX-M)t  . , . (2&4-1K 

cos.  — dt  y— 1 sin.  — - — , 

Tl  ' . fl 


/ 

dans  lesquelles  il  suffît  d’attribuer  successivement  à 
k toutes  les  valeurs  entières  qui  ne  surpassent  pas 

— . Lorsque  n est  un  nombre  pair , la  première  des 


équations  (6)  fournit  deux  valeurs  réelles  de  ((1))  , 
savoir,  -+- 1 et  — 1 , correspondantes  l’une  à k— o, 

l’autre  à k — — . Dans  la  même  hypothèse,  toutes 
les  valeurs  de  (( — 1))"  sont  imaginaires.  Lorsque  n 

1 

devient  un  nombre  impair,  l’expression ((  1 ))  “ a une. 
seule  valeur  réelle  -t-  1 correspondante  à k = o , 
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et  l’expression  (( — i))"  une  seule  valeur  réelle  — i 
Correspondante  à k — ' - . Par  suite  1 équation 

(i)  admet  deux  racines  réelles,  ou  n’en  admet  au- 
cune, lorsque  n est  un  nombre  pair,  et  la  même 
équation  admet  une  seule  racine  réelle  dans  le  cas 
contraire.  De  plus,  on  reconnaît  immédiatement  à 
I inspection  des  formules  (6)  que  les  racines  imagi- 
naires sont  conjuguées  deux  à deux , ainsi  qu’on 
devait  s’y  attendre. 

Considérons  maintenant  l’équation  trinôme 


(7)  xxn  -i-px"  -+-  q — o , 

p , q désignant  deux  quantités  constantes  choisies 
à volonté.  On  en  tirera 


xxn  p x"  = — q , 

v 

et  par  suite 

(8)  = 


Si  — q est  positif,  l’équation  qui  précède  entraî- 
nera l’une  des  deux  suivantes  - 

- f = v'(i  ~ ?)  ■ 


en  sorte  que  xn  admettra  deux  valeurs  réelles  com- 
prises dans  la  formule 
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• (p)  j/(^--9). 

! 

Lorsque  le  nombre  n se  réduit  à l’unité,  la  formule 
(9)  fournit  immédiatement  les  deux  racines  réelles 

de  l’équation  trinôme  du  second  degré 

\ 

(1  o)  x1  -+-  p X -+•  (J  — O. 

Dans  le  cas  contraire,  en  substituant  la  formule 
dont  il  s’agit  à l’équation  (y),  on  n’a  plus  à résout! ré 
que  deux  équations  binômes  semblables  à celles 
que  nous  avons  traitées  ci-dessus. 

t • , V1  ^ 

Supposons  maintenant  la  quantité  — q néga- 

tive. L’équation  (8)  entraînera  l’une  des  deux  sui- 
vantes 

*'  + : = j/(î  - -f  ) • /-T . 

= — »/(?— • ; 

en  sorte  que  x"  admettra  deux  valeurs  imaginaires 
comprises  dans  la  formule 

(11)  ^ = -t±Ï 

Si  le  nombre  n se  réduit  à l’unité,  cesv valeurs  seront 
les  racines  imaginaires  de  lcquation  (10).  Mais,  si 
l’on  suppose  n>  1 , il  restera  encore  à déduire  des 
valeurs  connues  de  xn  les  valeurs  de  x.  Désignons 
par  f,  daiis  cette  hypothèse,  le  module  de  l’expres- 
sion imaginaire  qui' sert  de  second  membre  à la  for- 
mule (11).  On  aura  évidemment 
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03) 


£ = arç  tang. 


i 

(12)  / = ?7. 

Faisons  en  outre , pour  plus  de  commodité , 

(-Ï)  ' 

Lorsque  p sera  négatif,  les  deux  valeurs  de  x”  don* 
nées  par  la  formule  (11)  deviendront 

04)  ■Zn=f(cos.  £±  |/^7  sin.  £)  , 

et  l’on  en  conclura 

(.5)  x = /i[c,.i±/Z7, 

Si  au  contraire  p est  positif,  on  trouvera 

(16)  xn  = —ÿ  ( cos.  £ dr  y/—i  gin.  Q > 

et  par  suite 

(17)  x~r  [cos.  ± /-T  gi„.  1J((_  l'jj’"  , 

Dans  le  cas  particulier  où  l’on  a 
p1 

4 ““  y = o , 

{ devient  nul  ; en  sorte  que  les  équations  (15)  et 
O7)  prennent  la  forme  des  équations  (4)  et  (5). 

I 

Si  l’on  désigne,  pour  abréger,  f " par* r,  on  ti- 
rera des  équations  (12)  et  (13),  en  supposant  la 
quantité  p négative , 
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p — — 2 rn  cos.  q — rin  , 

x 1 " -t-pj r"  -y-q  — .v*n  — zrn  xn  cos.  £ -+-  r* 

. » . • 

Dans  la  même  hypothèse,  la  formule  (î  5)  donnera 

/ l , / . . l \ ( 2*T  >* . 

X = r ( cos.  ~±  y — 1 su».  —J  ( cos.  — - arjA-i  s»n.  — — 1 

/ {±xk-x  . — . • 

— ;•  ^cos.  ± sm.  — J , 


k représentant  un  nombre  entier;  et  l’on  en  con- 
clura que  le  trinôme 

x1"  — 2 r" x”  cos.  £ -t-  r'in 

est  décomposable  en  facteurs  réels  du  second  degré 
de  la  forme 

» , 

- x —2  rx  cos.  — -+-  r . 


Si  l’on  suppose  au  contraire  la  quantité  p positive, 
le  trinôme  xin -+-pxn -t- q deviendra 

x1"  2 r" x"  cos.  Ç -+-  rln  , 


et  ses  facteurs  réels  du  second  degré  seront  de  la 
forme 


x — - 2 rx  cos. 


(±(1 A-4-  l)x 


-+-  r . 


Dans  l’une  et  l’autre  hypothèse  , on  pourra  cons- 
truire géométriquement  les  facteurs  réels  du  second 
degré  par  la  méthode  ci-dçssus  indiquée.  [ voyez  le 
§.  i.*r],  toutes  les' fois  que  l’on  attribuera  des  va- 
leurs réelles  à la  variable  x.  Si  l’on  prend  la  valeur 
TOM.  1 . z 


Digitized  by  Google 


354  touhS  D>N  A-LYS  F., 

numérique  de  éette  variable  pour  base  commune  de 
tous  les  triangles  qui  correspondent  aux  différons  fac- 
teurs, et  que  dans  chaque  triangle  on  fasse  aboutir 
Constamment  à une  même  extrémité  de  cette  base 
le  côté  connu  f représenté  par  r,  on  trouvera  que 
les  sommetè  des  divers  triangles  coïncident  avec  les 
points  de  division  d’une  circonférence  décrite  du 
rayon  r en  parties  égales.  Il  en  résulte  que , si  l ou 
multiplie  entre  eux  les  carrés  des  lignes  menées  de 
la  seconde  extrémité  de  la  base  aux  points  dont  il 
s’agit,  le  produit  de  ces  carrés  sera  la  valeur  du 

trinôme 

x™  ■+- p xn -+■  q =±  xin±  irnxn  cos.  £•+■  rin. 

Dans  le  cas  particulier  où  £=  o , le  produit  des 
lignes  elles-mêmes  représente  la  valeur  numérique 
du  binôme 

xn  ± r*, 

laquelle  se  confond  avec  la  racine  carrée  positive 
> du  trinôme 

x1”  ± i r"  xn  rtn. 

Des  deux  propositions  qu’on  vient  d énoncer , la 
première  est  le  théorème  de  Montre,  et  la  seconde 
celui  de  Cotes. 


C.  3.‘  Résolution  algébrique  ou  Irigonomelrique  des 
Équations  du  troisième  et  du  quatrième  aegre.  . 

Considérons  l’équation  générale  du  troisième 
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degré.  On  pourra  toujours , en  faisant  disparaître  ie 
second  terme  de  cette  équation , la  ramener  à la 
forme  v , 

(1)  x*  -*-px  q — o , 

p,  q désignant' deux  quantités  constantes.  D’ailleurs, 
si  l’on  pose 

x = u -+-  v , 

u,  v étant  deux  nouvelles  variables,  on  en  conclura 

JC*  = (</-+-  v)*  = tt3-+-  V*-+-  X , 

(2)  ’ X*  — 3 UV.X  — (il*  -i-V*')  — O. 

Pour  rendre  l’équation  (2)  identique  avec  la  propo- 
sée , il  subira  d’assujettir  les  inconnues  u et  v aux 
deux  conditions 

(3)  u*  v*  — q , 

(4)  uv  = — j- 

La  résolution  de  l’équation  (1)  se  trouve  ainsi  ré- 
duite à la  résolution  simultanée  des  équations  (3) 
et  (4). 

Cherchons  d’abord  les  valeurs  de  u*  et  de  ù*.  Si 
l’on  fait 

(5)  n*  = ziy  v*  = 2,  , 

on  aura,  en  vertu  des  équations  (3)  et  (4) , 

zx  —~q  , zlzx^  — £^: 

et  par  suite , en  nommant  z' une  nouvelle  variable  , 

* 

, z 
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) \z  — zx)  — z -y-  q z — -^r  • 


Il  en  résulte  que  z, , zx  seront  les  deux  racines  de 
{équation 


Ces  deux  racines  étant  connues , on  déduira  des 
formules  (5)  trois  valeurs  de  u et  trois  valeurs  de  v , 
qui  se  correspondront  deux  à deux  de  manière  à 
vérifier  la  formule  (4).  Soit  U l’une  quelconque  des 
trois  valeurs  de  u , et  V la  Valeur  correspondante 
de  Vf  en  sorte  qu’on  ait 

UV  = -^~. 

3 

\ 

Désignons  en  outre  par  et  l’expression  imaginaire 


cos.  - •+-  1/—  i sin.  : 

3 Y 3 

• ' • • 1 

, • ...  • > . 

les  trois  valeurs  de  l’expression  ((1))  ’ seront  respec- 
tivement \ ■ ' f ■ . ‘ 


i 


î TT  . — r . ï TT  I J •* 

et  = co«.  — — -+-  v—  i.»m.  4-+-  = H — — 

3 ” 3 * 1 


» i T . . 2 T I 3 1 

et  — cos. v— 1 sin. — — 

3 r 3 i % 


et  les  trois  valeurs  de  u,  évidemment  comprises 
dans  la  formule  générale  (()))*  U,  deviendront 
U , CL  U , cl1  U. 
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On  trouvera  pour  les  valeurs  correspondantes  de  v 


ou , ce  qui  revient  au  même  , 

V,  <C  V , cL  V'. 


Par  conséquent , si  l’on  nomme  x9 , x, , xx  les  trois 
racines  de  l’équation  (i),  on  aura 

f v, 

(7)  < x,  — cl  U -+•  ce1  V , 

[ xt  = ce1  U -+-  cl  V. 


11  est  essentiel  d’observer  que,  U,  et  U , et1  U étant 

les  trois  valeurs  de  « = ((s,))}  , et  V,  cl'  V,  clV 

les  valeurs  correspondantes  de  v =. les 

JMT  . 

racines  x0,  x, , xx , déterminées  par  les  équations 
(7) , seront  respectivement  égales  aux  trois  valeurs 
de  x données  par  la  formule 


(8) 


x 


Lorsque  l’équation  (6)  a ses  racines  réelles,  les  for- 
mules (5) fournissent  un  système  de  vftleurs  réelles  de 
u et  de  v qui  se  correspondent  de  manière  à vérifier 
l’équation  (4).  Si  l’on  prend  ces  mêmes  valeurs  pour 
U et  V , on  reconnaîtra  immédiatement  que  des 
trois  racines  x0 , x,  y x x la  première  est  nécessai- 
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rc ment  réelle , et  les  deux  autres  réelles  ou  imagi- 
naires, suivant  que  la  quantité 


est  nulle  ou  positive,  c’est-à-dire,  suivant  que  l’équa- 
tion (6)  a ses  racines  égales  ou  inégales.  Dans  le 
premier  cas,  on  trouve 

x0  — iU  , r,  = . r , = — U. 

Lorsqfie  les  racines  de  l’équation  (6)  deviennent 
imaginaires , on  peut  les  présenter  sous  la  forme 


: y^cos.ô-H  j/—  i sin.G)  , — f(co S.0 — j/—  i sin.Ô)  , 


le  module  f étant  déterminé  par  l’équation 


Comme  on  a,  dans  cette  hypothèse, 


((~.))7  =/7  (cos-  f-*-/-' sin-  y) ((0)T* 

la  formule  (8)  se  trouve  réduite  à 

* (9)  ■*  = 

De  plus,  en  prenant  pour  U l'expression  imaginaire 

f ~ (cos.  y -+-  V~~x  sin*  y)  » 
on  conclura  des  équations  (7) 
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i 0 * 

■x0  = 2f  > COS.  J , 

- ?+5T 

X,  ==5  if  i CQ3.  , 

i g IT 

X%  — 2.  J>  > cos.  . 

Ces  trois  dernières  valeurs  de  x sont  toutes  réelles , 
et  coïncident  avec  celles  que  fournit  la  formule  (9). 

Dans  les  calculs  précédons , i équation  (6) , dont 
la  solution  entraîne  celle  de  l’équation  (1),  est  ce 
qu’on  appelle  la  réduite.  Ses  racines  z, , zx  équiva- 
lent nécessairement  à certaines  fonctions  des  racines 
* 

cherchées  .r0,  x,,.xx.  Pour  déterminer  ces  fonc- 
tions, il  suffira  d’observer  que,  U et  V désignant 
des  valeurs  particulières  de  u et  v,  on  aura,  en  vertu 
des  formules  (5) , 

* ■*.  = «.  = V\ 

Oii  tire  d’ailleurs  des  équations  (7) 

3 U — xa  -4-ax,  -t— JT,  ss  a.  (x x et.  x , +n‘i,,) 

= et*  (x,  -+-  a x„  -+-  a.1  xx)  , 

3 r=  i.  + ai,  + «J  r,  — ce  (jr,  « sx  -+-  et*  *„) 

= a-1  (x,  h-  cl  x0  -4-  ce1  x,  ). 

» 

On  trouvera  donc  par  suite 

17  î,  = (x„  -+-  ce xx  -+-  «*  i,)’  = (xx  -+-  a.  x,  -t-a* 

• - 

==  ( X , -I-  <*■  XQ  -+-  ce*  xx  ) ’ , 

j 27  zx  = (*„  -f-cex,  -3-  ce2  x,)*  =x  (x,  -+-  et  x,  +,a;  ^r0  ) 5 
( = -4- ce*  x,)>. 
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Il  en  résulte  que  z, , z,  sont  respectivement  égales 
[ à un  coellîcient  numérique  près  ] aux  deux  seules 
valeurs  distinctes  que  présente  le  cube  de  la  fonc- 
tion linéaire 

i • 

xo  -+-  ce  x,  -+-  et*  xx  , 

• 

lorsque  dans  cette  fonction  on  échange  entre  elles 
les  racines  x0,  x , , xt  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles.  Le  coefficient  numérique  est  évidemment  jj 
ou  le  cube  de  Ja  fraction  j. 

Considérons  maintenant  l’équation  générale  du 
quatrième  degré.  On  pourra,  en  faisant  disparaître 
le  second  terme , la  ramener  à la  forme 

(12)  x'  -t-px1  -+-  qx  -+-  /•  = o , 

p , q , r désignant  des  quantités  constantes.  Si  I 09 
pose  en  outre 

x = u -t-  v w , 

u , v,  w étant  trois  nouvelles  variables , on  en  con- 
clura 

« 

Xx  = U1  -+-  1 -H  U?  -+-  2 (UV  -i-UW  VW)  , 

et  par  suite 

[,r‘ — (tt'-j-f’-i-ur)]1— ^(u'v1 +u1wx-hvxw%)+8uvw.x, 

ou , ce  qui  revient  au  même , 

( — 2 (u1  -4-v1  -+-  wx)x‘ — Suvw.x 

(13)' 

| -H  (u'-hv'-t-W'Y — 4 O. 
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Pour  rendre  cette  dernière  équation  identique  avec 
la  proposée,  il  suffira  d’assujettir  les  inconnues  u , 
v , w aux  conditions 

l 4 (w*  -+•  v*  iv1  ) = — 2 p , 

(•4)  j 8 a v w = — q , 

I 1 6 (n'v*  +î)V)  = p*  — 4r. 

La  résolution  de  l’équation  (12)  se  trouve  ainsi  ré- 
duite à la  résolution  simultanée  des  équations  ( 1 4)- 
Cherchons  d’abord  les  valeurs  de  4 4t’*> 

Si  l’on  fait 

(15)  4“*.=  *,»  4vi==zx,  4u>‘  = z}, 

on  aura,  en  vertu  dés  formules  ( 1 4) » 

*.•+*»-*-* 3 = — 2 p , ztzx-^zl^zxzi—px—4r, 


et  par  suite,  en  nommant  z une  nouvelle  variable , 

* 

(s — Z,)  (.2— -Z.)  (z— Z})  — Zi-*-2pz%-*-{px — 4r)Z~5'1- 

II  en  résulte  que  z, , zt,  z}  seront  les  trois  racines 
de  l’équation 

(16)  zi  2pz'  -+-  (jf'  — 4r)z  — Qt  — 0 ; 

et,  puisque  ces  trois  racines  doivent  vérifier  la  for- 
mule z , zxz}  = q1 , on  peut  assurer  que  l’une  d’elles 
sera  positive , les  deux  autres  étant  toutes  deux  à- 
Ia-fois  positives , ou  négatives , ou  imaginaires.  Lors- 
qu’on aura  déterminé  ces  mêmes  racines , les  deux 
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premières  des  équations  (i  5)  fourniront  pour  cha- 
cune des  variables  u et  v doux  valeurs  égales  au 
signe  près.  Soient 

u = ± U , t>  = ± V 

les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  dont  il  s’agit;  et 
IV une  quantité  réelle  ou  une  expression  imaginaire 
déterminée  par  l’équation 

8 U V IV  = - q. 

Si  dans  la  seconde  des  formules  (i4)  on  suppose 
u = -+-  U , v = -+■  V , 

ou  bien 

u = — U , v — — V, 
on  en  tirera 

. W — - +-  W.  i 

Si  l’on  y fait  au  contraire  . 

u = -+-  U , v = — V , 

ou  bien 

u — — U , v — -+-  V , 
on  trouvera , ! 

w = -W. 

« - 

De  cette  manière  on  obtiendra  pour  les  variables  u, 
v,  w quatre  systèmes  de  valeurs  propres  à vérifier 
les  équations  (t  4);  et.  si  l’on  représente  par  .r.,  x, , 
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jt,  les  quatre  valeurs  correspondantes  de  l’in- 
connue 


4?  = 

= U 

+ «•+ 

w , 

on  aura 

l ‘r° 

= 

U + 

V + 

w, 

(>7) 

l ♦ 

= 

- U- 

v + 

IV, 

) X * 

= 

u - 

V- 

IV, 

( *3 

= 

1 

+ 

V - 

w . 

II  est  aisé  de  reconnaître  que  ces  quatre  valeurs  de 
x seront  toutes  réelles , si  l’équation  ( 1 6)  a ses  tx-ois 
racines  positives,  et  toutes  imaginaires,  si  l’équation 
(16)  a deux  racines  négatives  inégales,  tandis  que 
deux  valeurs  seront  réelles , et  deux  ixnaginaires , si 
l’équation  (16)  a deux  racines  négatives  égales,  ou 
deux  racines  imaginâmes. 

Par  la  méthode  qu’on  vient  d’exposer , la  résolu- 
tion de  l’équation  ( 1 2)  se  trouve  ramenée  à celle  de 
l’équation  (16).  Cette  dernière,  qu’on  nomme  la  ré- 
duite, a nécessairement  pour  racines  certaines  fonc- 
tions des  racines  de  la  proposée.  Si  l’on  veut  déter- 
miner ces  fonctions , c’est-à-dire , exprimer  z, , zlt  zy 
par  le  moyen  de  xo,  x, , xx , xi , il  suffira  d’obser- 
ver que , U , V , W étant  des  valeurs  particulières 
de  u,  v,  w^on  a , en  vertu  des  formules  (15), 

z,  — 4U% , zx  = 4V\  z}  = 4 W\ 

9 

On  tire  d’ailleurs  des  équations  (17) 
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4 U = x0  — X,  H-  a?m  — .r. , 

■4  F = T0  - X,  + J3  - T,  , 
i IV=L  xa  — .r , H-  x,  — a: J 
Ou  trouvera  en  conséquence 

14  ~,=  (.r0— .r,-*-.*:,— jt,)\ 
4 z. ,=  (■*■.— J* , -t-.r3 — ■rx)t=  (.r . — .r3)  * , 

4 -s  3=  (jr„— .r.-Kr,— x3)‘=(x- x,)‘. 


Il  en  résulte  que  s, , 5,,  z}  sont  £ abstraction  faite 

du  coefficient  numérique  J respectivement 

égales  aux  trois  seules  valeurs  distinctes  que  pré- 
sente le  carré  de  la  fonction  linéaire 


* ,x„  — x,  -t-  x,  — x3 

lorsque  dans  cette  fonction  on  échange  entre  elles 
les  racines  xa , x, , xt , .r3  de  toutes  les  manières 
possibles.  Cette  même  fonction  linéaire , pouvant 
• s’écrire  ainsi  qu’il  suit, 

-+•  (—  » ) * , -+-  (—  i y ■+■  (— 1 )3  , 

n’est  évidemment  qu’un  cas  particulier  de  la  formule 
générale 

xa  dx,  -+-  et1  xx  -+-  <û  x}  , 
lorsqu’on  désigne  par  et  une  des  valeurs  de  l’expres- 
sion ((i))*‘ 
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CHAPITRE  XI 


Décomposition  des  Fractions  rationnelles. 


§.  l.*r  Décomposition  d’une  Fraction  rationnelle  en 
deux  autres  Fractions  de  même  espèce. 

Prenons  pour  f{x)  et  F{x)  deux  fonctions  en- 
. tières  de  la  variable  x. 

'.*  « • ' /(*)  ■ ■ * ; 

F[x) 

sera  ce  qu’on  appelle  une  fraction  rationnelle.  Si 
l’on  désigne  par  m le  degré  de  son  dénominateur 
F(x) , l’équation 

(i)  ''  F(x)  = o 

admettra  m racines  réelles  ou  imaginaires  , égales 
ou  inégales  ; et  si , en  les  supposant  d’abord  toutes 
inégales , on  les  représente  par 

■Z\>  y -tC i y & i » • • • • Æm-i  y 

les  facteurs  linéaires  du  polynôme  F(x)  seront  res- 
pectivement 

X Xa  , X X , , X X t , ...  x xm_l . 

Cela  posé , faisons 

L(2)  F(x)  = (x  — x0)q>(x), 
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36(5 

et 


(3) 


/(*.) 

<P  (*o) 


-A. 


cp  (xe~)  n 'étant  pas  nui , la  constante  A restera  finie, 
et  la  différence 

/O)  a _ /(*)  — dy  Q) 

■ <p(g)  ?(*) 

s’évanouira  pour  x xs  xb.  Par  suite  fi  en  sera  de 
même  du  polynôme 

/(■*) 

et  ce  poiynome  sera  divisible  algébriquement  par 
x — xb ; en  sorte  qu’on  aura 

/(.r)  - A Q(x)  -{x-  x0)  x{*)  > 

(4)  /(*)  = ^ Cp  (x)  -*-(*  — x,)  x(*) , 

(.r)  désignant  une  nouvelle  fonction  entière  de  la 
variable  x.  Si  l’on  divise  par  F(x)  les  deux  membres 
de  cette  dernière  équation , en  ayant  égard  à la  for- 
mule (2),  on  en  conclura  . * 

(A  /(*)  _ A , XW 

F(x)  X — X0  <p  (x) 

\ * 

Qonc , si  l’on  partage  le  polynôme  F(x)  en  deux 
facteurs  dont  l’un  soit  linéaire , on  pourra  décom- 
poser la  fraction  rationnelle  -^y-  en  deux  aufres 
qui  aient  pour  dénominateurs  respectifs  les  deux 
facteurs  dont  il  s’agit,  et  dont  la  plus  simple  ait  un 
numérateur  constant. 
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Concevons  maintenant  que  l’on  partage  la  fonc- 
tion F(x)  en  deux  facteurs  dont  le  premier,  au  lieu 
d etre  linéaire , corresponde  à plusieurs  racines  de 
lequation  F(x)  — o.  Prenons , par  exemple  , pour 
ce  premier  facteur  le  facteur  du  second  degré 

* V 

(x  — x0)  (x'—x,)  ; 

et  posons  en  conséquence 

(6)  F(x)  = (x  — xa)  {x  — x,)x<p  (x). 

La  fraction  ^ [x  { conservera  une  valeur  finie,  non- 

seulement  pour  x — xa , mais  encore  pour  x = x,  ; 
et,  si  l’on  désigne  par  u un  polynôme  du  premier 
degré  qui , dans  l’une  et  l’autre  hypothèse,  devienne 

égal  à ^ ^ , on  trouvera  [chapitre  IV , §.  i .er  ] , 

/ \ u _ / (JJ  / (*,) 

'''  o)  "Xo-X,  <P  (f,) 

Le  polynoine  u étant  déterminé,  comme  on  vient 
de  le  dire , l’équatftm 


Ou 

f{x)  -x-  uG>  (.r)  =±:  o 

Comptera  parmi  ses  racines  x0  et  x,  ; et  par  suite 
le  polynôme 

; , . ; . f(x)  — uQ(x) 

sera  divisible  pur  le  produit 

(x  — Xa)  (X  — X,). 

On  aura  donc 
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f(x)  — « Cf)  (x)  = (x  — x.)  (x  - x,)  ^{x)%  , 

(8)  /(jc)  = « <?>  (.r)  •+-  (x-xa)  (x—x.)  x(x) , 

% (a-)  désignant  une  nouvelle  fonction  entière  de  la 
variable  x.  Si  l’on  divise  la  dernière  équation  par 
F{x) i en  ayant  égard  à la  formule  (6),  on  en  conclura 

Zlfi  — " . 

(x-x„)(x-x,)  ç>(Sj 

On  prouverait  de  même  qu’il  suffit  de  poser 

(i  o)  • F(x)  = (x—x„)  (x—xx)<p(x)  , 

et 


f _ f (j— .r,)  (x—x  J /(x,)  (x-.t„)  (J-J,) 

P GO  ‘ (ls-I,)  (x„— xJ  ? (X ,)  ' (x,— x.)  (■*,-*  J 

I' 

) _4~  (J-Jp)  (x-X,) 


pour  obtenir  une  équation  de  la  forme 


/»  _ u » 

/'  (x)  (x— x„)  (x-x , ) (x-xj 


&c Ainsi  généralement,  lorsque  l’équation 

F[x)  = o n’a  pas  de  racines  égales,  si  l’on  partage  le 
polynôme  F{x)  en  deux  facteurs  dont  le  premier  soit 
le  produit  de  plusieurs  facteurs  linéaires,  la  fraction 

rationnelle  sera  décomposable  en  deux  autres 

fractions  de  même  espèce  qui  recevront  pour  déno- 
minateurs respectifs  les  deux  facteurs  ci-dessus  men- 
tionnés ; et  dont  la  première  aura  un  numérateur 
d’un  degré  moins  élevé  que  son  dénominateur.  . 


\ 
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Je  passe  au  cas  où  Ton  suppose  que  I équation 
F(x)  = o a des  racines  égales.  Soient,  dans  cette 
seconde  hypothèse , • 

t>,  c,  - 

les  diverses  racines  de  cette  même  équation , et  dési- 
gnons par  ni  le  nombre  des  racines  égales  à a,  par 
ni  le  nombre  des  racines  égales  à b,  par  ni"  le 
nqjnbre  des  racines  égales  à c , &c. ...  La  fonction 
F{x)  sera  équivalente  au  produit 

• (x— a)*”'  [x — by  [x — c)"'”  , 

ou  à ce  produit  multiplié  par  un  coefficient  cons- 
tant, et  Ton  aura  . *. 


i tu  lit*  * c 

’ . ni  -+-  m -+-  ni  -+-  etc = m. 

Cela  posé , faisons 

( 1 3)  F(x)  = (x-a)m' <p(x), 


et 

(■«  = 

I 

Cp  (fl)  n étant  pas  nul , la  constànte  A restera  finie , 
et  la  diilërence  . . . 


9 (*) 


s’évanouira  pour  x~a.  On  en  conclura  que  le  po- 
lynôme 

f(x)-AQ(x) 

TOM.  1.  Aa 
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est  divisible  par  x — a,  et  l’on  aura  par  suite 

(l  5)  /(*)  = A<p(x)  + (x-a)  x{x) , 


Xi-*)  désignant  une  nouvelle  fonction  entière  de  la 
variable  x.  Enfin , si  l’on  divise  par  F(.r)  les  deux 
membres  de  l’équation  (i  5)  en  ayant  égard  à la  for- 
mule (13)*  on  trouvera 

' /(*)  _ , , X (y) 

•F(x)  ~ (x-a)"'  ^ *(x)  • 

On  démontrerait,  en  raisonnant  de  la  même  ma- 

, * 

nière , qu’il  suffit  de  poser 


( 1 7)  F(-v)  = ix-aT'  <p  (*\  » 


et 


(!8) 


tf_  /(«)  . /(») 

u — - r-  • ■ . r- 


<p(a)  a— b * * b— a 

pour  obtenir  une  équation  de  la  forme 


fin\  /W  _ “ , XW 

V1  W /.’(,)  — (x-u)m'  {x-b)m“  X*-«)m  ‘ ; 

# 

&c . ' 
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5-  2.*  Décomposition  d’une  Fraction  rationnelle , dont 
■le  dénominateur  est  le  produit  de  plusieurs  fadeurs 
linéaires  inégaux , en  fractions  simples  qui  aient 
pour  dénominateurs  respectifs  ces  mêmes  facteurs 
linéaires , et  des  numérateurs  cons  tans. 

Soit 

/(*) 

F{*) 

la  fraction  rationnelle  que  l’on  considère,  m le  degré 
de  la  fonction  F{x) , et 

I X 1 » > 3C m-l 

les  racines  de  l’équation 
(1)  F(x)  = 0 

supposées  inégales.  On  aura,  en  désignant  par  k un 
coefficient  constant , 


(2)  F{x)  = k (x-x.)  (x—x,)  . . . (x-xm_t)  ; 

et , en  vertu  des  principes  établis  dans  le  paragraphe 
qui  précède , la  fraction  rationnelle  pourra 

être  décomposée  en  deux  autres,  dont  la  première 
sera  de  la  forme 

’ x — xa  ’ 

A0  représentant  une  constante , tandis  que  ta  se- 
conde aura  pour  dénominateur 


fM 

x—x. 


— : k (x  X,  ) ....  ( X Xm_1  ). 


Aa  * 


Digitized  by  Google 


372  cours  d’analyse. 

En  décomposant  cette  seconde  fraction  rationnelle 
par  la  même  méthode  ,'on  obtiendra 

1 une  nouvelle  fraction  simple  de  la  forme 

A, 

X X,  ’ 

/ 

2°  une  fraction  qui  aura  pour  dénominateur 
&(*—■*;>) 


En  continuant  ainsi,  on  fera  disparaître  successive- 
ment du  polynôme  ; 

F(x)  = k (x—xB)  (x-x.)  . . . 

tous  les  facteurs  linéaires  qu’il  renferme  ; en  sorte 
qu’on  réduira  définitivement  ce  polynôme  à la 
constante  k.  Donc  , lorsque  , par  une  suite  .de 
décompositions  partielles  semblables  à celles  que 
nous  venons  d’indiquer , on  aura  extrait  de  la  frac- 
tion J-±±L  une  suite  de  fractions  simples  de  la 
F{XY 

forme 


X — X0 


le  reste  ne  pourra  être  qu’une  fraction  rationnelle 
à dénominateur  constant,  c’est-à-dire  , une  fonction 
entière  de  la  variable  x.  En  désignant  par  R cette 
fonction  • entière  , on  trouvera 


(î)< 


* ÆL  = jRh-  -A. 

t (x)  . X—X 


A. 
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Il  reste  maintenant  à savoir  quelles  sont  4es  valeurs 


des  constantes 


A0  > A , , 1 » 


Am.,. 


Ces  valeurs  se  déduiraient  sans  difficulté  de  la  mé- 
thode de  décomposition  indiquée  dans  le  premier 
paragraphe.  Mais  on.  parvient  plus  directement  à 
leur  détermination  à l’aide  des  considérations  sui- 
vantes. 

Si  l’on  multiplie  par  F(.r)  les  deux  membres  de 
l’équation  (3) , on  en  tirera 


(4) 


X X « X X. 


I ■ 


F(x) 


' AM_,  . 


F(X) 


Si  dans  les  deux  membres  de  cette  dernière  for- 
mule on  fait 


x — x0  -+-  z , 


ta 


somme 


V ' 'x — x,  lx — x.  m~'  x— 


F (*) 


F(.z) 


qui  est  évidemment  *n  polynôme  en  x divisible  par 
x — xe , prendra  la  .forme  ' • 

z Z > , 

Z désignant  une  fonction  entière  de  z ; et  Fon  aura 
par  suite 


(5)  /(*.-*-*)  =-2* 


_\  A 


zZ. 
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Supposons  maintenant  que  la  substitution  de  j+z 
au  lieu  de  x dans  la  fonction  F{x')  donne  généra- 
lement 

(6)  F[x-*-z)  — F{x}-*-zFt  (jr)-4-z  ’ /',1(.r)-+-&  c. . . 

* 

On  en  déduira  ... 

F (x.-t-z)  = 2 Ft(x0)  •-+-  z*  F \ (xa)  -+-  &c...  ; 

et  Icquation  (5)  deviendra 

f(x0-t-z)  = A0[F,(x0)  -4 -zFi(xm)  +'&c...]  + zZ. 

Lorsqu’on  fait  dans  cette  dernière  z= o , elle  se  ré- 
duit à * 

/(•*.)  = A.  F,(x.); 

et  T on  en  conclut 

(7) 

On  jtrouveraît  par  un  calcul  entièrement  semblable  * 


A -H fsl 
F,(*0)  : 


y*.  = 


(3) 


/(*■) 
77ÔO  * 

j - f(x^ 

' - /’,(*,*  ’ 

• &c. . . 


« yd  _ 7*  (*^«*-.1  ) 

m~l  F (je  1 • 

1 1 V m—  ? , 

Les  valeurs  qu’oa  vient  d’obtenir  pour 

f ^ 1 y ‘A  % y ••••  m-.t 
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sont  évidemment  indépendantes  du  mode  employé 
pour  la  décomposition  de  la  fraction  rationnelle 

; d’où  il  résulte  que  cette  fraction  ne  peut  être 

décomposée  que  d’une  seule  manière  en  fractions 
simples  qui  aient  pour  .dénominateurs  les  facteurs 
linéaires  du  polynôme  F[x)  avec  des  numérateurs 
constans.  * 

9 

IÎ  est  aisé  dé  voir  comment  1 équation  (7)  et  la 
formule  (3)  du  paragraphe  précédent  s’accordent 
entre  elles.  En  effet,  F,(x0)  est  ce  que  devient  le 
polynôme 


F.  (*.)  -H  Z F,  (*.)  * &c...  = = Mil 


lorsqu’on  y fait  z = o , ou  x=.x^;  et  par  suite,  si 
l’on  pose 

. (9)  F(x)  = (x—x0)q>{x), 
on  aura  F,  ( x0 ) = ( x„)  , 


A. 


■ <P  (*o) 


Pour  montrer  une  application  des  formules  ci- 
dessus  établies , sujvposons  qu’il  s’agisse  de  décom- 
poser en  fractions  simples  la  fraction  rationnelle 


n désignant  un  nombre  entier  inférieur  à m.  Ou 
aura  dans  ce  cas  particulier 

f{x)  — xn,  F(x)  ==  xm—  1 , k — i 5 
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et , si  l'on  représente  par  h un  nombre  entier  qui 
ne  surpasse  pas  — , les  diverses  racines  de  l’équa- 
tion F(jc)z=:o,  toutes  inégales  entre  elles,  seront 
comprises  dans  la  formule 


* 2 h TT  y . 2 h T 

cos. zrz  y—i  _sin. 

m 7 m 


Soit  a l’une  de  ces  racines  ; et  cherchons  le  numé- 
rateur A de  la  fraction  simple  qui  a pour  dénomi- 
nateur jc — a.  Ce  numérateur  sera 

‘ • ■ A = 4^r  = 


F(«) 


la  valeur  de  F , (a)  étant  déterminée  par  l’équation 
F [a) zF,  ( a ) -4-  &c. . . . 

= F{a-+-z)  = (a-Ks)m — i = am — i+)B8*‘'z+&c,.. , 

et  par  conséquent  égale  à niam~' . On  trouvera  par 
suite  • • 


A - 


' a 


i n"+  ’ ~m 


Comme  on  a d’ailleurs 


(•  ih-r  . , — . \ 

cos-  — -y-1  — J 

2Â(»H-l)T  , 'y — . 

cos. - - — ± y~\  sin. - — 

m * m 


. « 
on  conclura  de  ce  qui  précède,  en  faisant,  pour 

abréger , 

(*«)  = 
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(12) 


I 

m 


[ 1 cos?20  -4-  \/—  1 sin.  20  cos.  28  — y/—  1 sin.  20 

1 "H 1 1 . 

X— I ITT  •.  27T  2T  . . 2 TT  1 

x— cos. /-i gin.  -r  x— cos. hv— i^m.  — [ 

m tn  m m 1 

cos! 48  H-  V~'  8*n*  46  cos.  48  V-*-î  s*n-  48 


4 ▼ / — . 47r  4‘T  ; — . 4‘T| 

x— cos. y —1  sin. — x— cos. hv'— isin.  — I 

m 9 m m m 1 

- &c 


* 

On  trouverait,  en  raisonnant  de  la  même  manière., 

(■3)  • - ^T7  = 


cos.0  -+-  /_i  sio-.  9 , cos.  0 — ' sin.j 

. . . T x • . X 

x — cos. 1/ — 1 sin. — x — cos. t-y — 1 sin.  — I 

m m m m 

9 

cos.  ^0  -+-  ÿ'^î  sin.  50  cos.  50  — - /^ï  «in.  }0 

'-+ 


L 

■-  x\ 


i"  / — ia  ' i”  i — ^ 

x— cos.  o1—,  sin.—  x— cos. - — 5-/ZT,sin. — * 

m m • m n» 

■ &C 


Il  est  essentiel  d’observer  que  la  dernière  des  frac- 
tions simples  comprises  dans  le  second  membre  de 
l’équation  (i  2)  ou  (1  3)  sera , pour  des  valeurs  paires 
de  m,  s’il  s’agit  de  l’équation  (12),  et  pour  des  va- 
leurs impaires  de  fn,  s’il  s’agit  de  l'équation  (13) , 


cos.  m 0 


cos.  (n  -t-  i)x 
U 


x -t-  1 


Ainsi , par  exemple,  on  aura 

(*4)  7TT7  = 1 (^zr;  T+r)* 
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05) 

X 

_ 1 (_! , 1 _> 

*2-« 

* \ i—  I X-i-l  y 

(16) 

! 

ê 

jr  3-r  1 

( 

T . T 

, cos.  SIS.  — 

cos. y-T,  sm.  - 

3 3 

1 J 
I j 

TT  .T 

x — cos. v' — 1 sin.  — 

3 3 

TT  TT 

x^cos.  — -hV-^T  sin. — 
3 1 

t 

l 

X-+-I  ’ . . 

&c 


On  peut  remarquer  encore  que,  si  dans  Je  second 
membre  de  i équation  (12)  ou  (13)  on  réunit  par 
l’addition  deux  fractions  simples  correspondantes  à 
dçux  facteurs  linéaires  conjugués  du  binôme  x”±i, 
la  somme  sera  une  nouvelle  fraction  qui  aura  pour* 
dénominateur  un  facteur  réel  du  second  degré,  et 
pour  numérateur  une  fonction  réelle  et  linéaire  de 
la  variable  x.  On  trouvera,  par  exemple,  en  prc-. 
nant  n — o , m — 3 , 


Il  est  facile  de  généraliser  cette  remarque  ainsi  qu’il 
suit.  , 

Supposons  que,  les  fonctions  entières  f(x), 
F(x)  étant  réelles  , on  désigne  par 
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CL  -+-  (o  j/ — l , CL  — Y — * 


deux  racines  imaginaires  conjuguées  de  l'équation 
(î);  et  prenons  pour  A et  B deux  quantités  réelles 
propres  à vérifier  la  formule 


(18) 


/(*  -+-  S ) 

V--l\ 


— A — B Y —7 , 


jF'.(jr)  représentant  toujours  le  coefficient  de  z dans 
le  développement  de  F(jr-t-z).  On  aura  nécessai- 
rement 


A B j/^T; 


et , par  suite , si  l’on  décompose  la  fraction  ration- 
nelle ■y7~)~  ’ ^es  deux  fractions  simples  correspon 
dan  tes  aux  facteurs  linéaires  conjugués 

X — dL — Ç>Y~  '*  x — cL  -h-  C Y~~’ 
seront  respectivement 


A — B \/  ^i  A -4-JÎ }/  — j 

x — et  — £ ÿZTv  9 x — ■ & -f-  C v-—~i  * 


En  ajoutant  ces  deux  fractions,  on  obtiendra  la 
suivante  * . 


2 A (*  — 


Cette  dernière  , qui  a pour  numérateur  une  fonc- 
tion réelle  et  linéaire  de  la  variable  x , et  pour  dé- 
nominateur un  facteur  réel  du  second  degré  du 
polynôme  F(x)  > ne  diffère  pas  de  la  fraction 
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’ V#  - . n 

(x  — r0  ) (x  — X,  ) 

• • 

que  renferme  la  formule  (p)  du  premier  paragraphe, 
dans  le  cas  où  l’on  suppose  . 

* 

•r.  — et-i-C  ]/—<  , .r,  = et — C f—'.  . 


5.  3.‘  Décomposition  d’une  Fraction  ràtionnellc  donnée 
en  d’autres  plus  simples  qui  aient  pour  dénomina- 
teurs respectifs  les  facteurs  linéaires  du  dénomina- 
teur de  la  première , ou  des  puissances  de  ces  mêmes 
facteurs , et  pour  numérateurs  des  constantes. 


Soient 


la  fraction  rationnelle  que  l’on  considère , m le 
degré  du  polynôme  F (x) , et 


les  diverses  racines  de  l’équation  • 

(.)  F(x)  = o. 

/ I ' * f j 

On  aura,  en  désignant  par  X un  coefficient  constant, 
et  par  ’tn , ni",  ni  ',  &c....  plusieurs  nombres  entiers 
dont  la  somme  sera  égale  à in  , 

(2)  F(x)  = X {.c—a)m  ’ (x-b)m  " {x—c)'*"r  . . . 

Cela  posé,  si  l’on  fait  usage  de  la  méthode  exposée 
dans  le  premier  paragraphe,  Ion  décomposera  la 


• t 


Digitized  by  Google 


I.*E  PARTIE.  CH  AP.  XI.  381 

fraction  rationnelle  en  deux  autres  dont  la 

F(*) 

première  sera  de  la  forme 


(■  71 

x — a ) 


tandis  que  la  seconde  aura  pour  dénominateur 


_F(x) 

X 


= k{x—df-'  (x—b)m“  (.z—  c)m‘" 


En  décomposant  cette  seconde  fraction  rationnelle 
par  la  même  méthode , on  obtiendra , i .°  une  nou- 
velle fraction  simple 

I 

• Ax 

(x — » 

da&s  laquelle  A,  représentera  une  constante,  2.*une 
fraction  qui  aura  pour^ dénominateur 

k (.v—ay-1  {.r—b)m"  (x—c)n"'  .... 

, • 

• • 

En  continuant  ainsi,  on  fera  disparaitre  successi- 
vement du  polynôme  n*)  les  différens  facteurs 
linéaires  dont  se  compose  la  puissance  (.r— a)m'; 

et , lorsqu’on  aura  extrait  de  -y.^-  une  suite  de 
fractions  simples  de  la  forme 


a ; * a, 

Xx—a)™  ’ ’ 


(*— r-* 


&C... 


le  reste  sera  une  nouvelle  fraction  rationnelle  dont 
le  dénominateur  se  trouvera  réduit  à 


k(x  — b)m  " {x  — c)m 
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Si  de  ce  reste  on  extrait  une  seconde  suite  de  frac- 
tions simples  de  la  forme 

B Bt  B% 

(x-b)m'r  » 1 • • * x-b  * 

on  obtiendra  un  second  reste  dont  le  dénominateur 
sera 


k{x  — c)m"‘ . 

Enfin , si  l’on  prolonge  ces  opérations  jusqu’à  ce  que 
le  polynôme  F{x)  se  trouve  réduit  à la  constante  k, 
le  dernier  de  tous  les  restes  sera  une  fraction  ra- 
tionnelle à dénominateur  constant,  c’est-à-dire,  une 
fonction  entière  de  la  variable  x.  Appelons  R cette 
fonction  entière.  On  aura  définitivement  pour  la 

y»  / s • • • 

valeur  de  décomposée  en  fractions  simples 


/(«) 


F(x) 

= R 


{x-ar 

B 


A 


B , 


7=r -+- 


B , 


(3)i 


» 


(*-*)“ 

c 


(x-b)m"~' 

' c. 


(x-c)" 

&C.  . . 


(x-c)m; 


x — b 

Cw/"~  1 
x~c 


A f A , t ....  Am,_,  , R f R , » ....  Rm._,  j 

Ct  C , , ....  C/mm_,' ; &c. . . . 

désignant  des  constantes  que  l’on  peut  facilement 
déduire  des  principes  exposés  dans  le  premier  para- 
graphe , ou  calculer  directement  à l’aide  des  consi- 
dérations suivantes. 
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Faisons,  pour  plus  de  commodité, 


R 


B 


B . 


(*-*)""  • (x-e)"' 

c c, 


(4) 


B 

x — b 
C 


&C. 


' Q 


{x-b)m“  (x-e) . .,  . 


Q sera  une  nouvelle  fonction  entière  de  la  Variable 
x , et  Féquation  (3)  deviendra 


U£l  — ' A _ x ' A' 

b (x)  — (x — a)m>  (x-a)m" 

Q 


..  Aml_, 


[x—b)"1"  (x—c)m"‘  ... . 

I 

* ■ . e 

Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  dernière 
par 

F(x)  = k(x—  a)m'  {x — b)m " (x  — c)m ..... 

♦ 

on  en  conclura  ’ • 

F (*> 


\ /(*)  = , (x-a)-H . . . (x— } x 

•{  +kQ(£-a)”'.-, 

et  par  suite , en  faisant  * 

x — a -h  z , * 

fl 

on  trouvera 


(6). 


/ (« -+-*}  = [ A-+-A  Am>^  ] 

-4-  Z Zm'  , 


»'-•  1 ..  F{a^-z) 
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Z.  désignant  la  valeur  du  polynôme  k Q exprimée  en 
fonction  de  z.  Supposons  maintenant  que  la  subs- 
titution de  xa -z,  au  lieu  de  x,  dans  les  fonctions 
/"(tr)  et  F{x)  donné  généralement 

• * ( f{x+z)  =/(■*) -^/  W+^/.W+&c... 

(7)]  F(xa-z)  = F(.r)-t-zF,  (x)-i-z1Ft  (x)-+- 

• I -4-  z»'  FJx)  -H  Z—  Fmi,  (x)  -+-  &c. 

* 

On  aura,  en  prenant  x=a-*-z , et  observant  que 
le  développement  de  la  fonction 

F (x)  — F(a  -h  z) 

. ■ « 

doif  être  divisible  par  (x — ,a)m'  —z”', 

, •.  " 

/gx  | f («-+■*)=./(«)  -+-  .s/,  (o)  -+-»*/*  (a)  -t-  &c 

, 1 ^ («4-*)  = [^m'(a)-+-*fm-+I(a)-t-3I/rm/^J(o)-H&c... II"'. 

(9)  ;^(«)  = 0.  F,  (a)  = O , ...  Fm_,  (a)  = O, 

Cela  posé , la  formule  (6)  se  trouvera  réduite  à 

[/(*)  + */,  («)  -t-  (o)  -H  &c as 

( 1 °)\  {A+A  tx+A  xzx+ ...)  x [Fm,(a)+z  Fm,+  , (a)+zlFm,^i(a)+ ...  ] 

( 

et  l’on  en  tirera , en  égalant  dans  les  deux  membres 
les  coefficient  des  puissances  semblables  de  z , 

./  A /(<*)  = A f„>(a)  , /,  (a)  — A,  F„,(a)  A Fm,Mt  (a) , 

' 1 i .MO-  A„  Fm,(d)  -+-  Ajm.^a)  +.  A Fm[xr\  (a) , &c.  . . / 

On  trouvera  par  un  calcul  entièrement  semblable 
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( m = BF«ib),f,(b)=BM)+BF^t(tr) , /,(*)  = & c..., 
(12)  f(c)—CFmu(c),  /1(cK/^)+^,(c)1*/1W  = & c... 
• ( &c 


Ces  diverses  équations  suffiront  pour  fixer  complè- 
tement les  valeurs  des. constantes  A,  A , , Alt.  . . 

B,  Bt,  . ...  C,  C, , C, , ...  &c Elles 

donneront , par  exemple , 


A /(°)  A /■(“) — ^tFm/+I(a)  • 

""  T7(«)  ’ * ~ FmA«)  V ’ 

— Tm1 ’ &c  - 

Les  constantes  ainsi  déterminées  étant  évidemment 
indépendantes  du  mode  employé  pour  la  décompo- 
sition de  la  fraction  rationnelle  -4~-  > il  en  résulte 

que  cette  fraction  est  décomposable  d’iine  manière 
seulement  en  fractions  simples  de  la  forme  de  celles 
que  renferme  le  second  membre  de  l équation  (3). 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  première  des  équations 
(13)  s’accorde  avec  la  formule  (i4)  du  premier, 
paragraphe.  En  effet , la  quantité  Fm,  (a)  est  ce  que 
devient  le  polynôme 

' Fm,  (a)  -4-  z F„;+,(a)  -+-  Ftn^%{a)  -+-  &è ... 

F(a-t-a)  F (x) 

— • a’"'  — (*-«r  » . • 

» 

lorsqu’on  y fait  z—o  ou  x—a;  et  par  suite,  si 
l’on  pose 

TOM.  !..  B b 
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(* 4)  F(x)  = (x-a)ml  q>(x),  . 

• \ 

on  aura  Fm>(u)  — («)'» 

(■5)  a = -T&T- 

Dans  le  cas  où , les  foncfioirs  f{x)  et  F (x)  étant 
réelles  l’une  et  l’autre , l’équation  ^(4;)  = o admet 
m racines  égales  à ct,-*-£|/— 1 , la  même  équation 
admet  eneorç  vi  racines  égales  conjuguées  aux 
premières,  et  par  conséquent  représentées  par 

et,  ]/ — I . 

Dans  cette  hypothèse , si , après  la  décomposition  d© 
la  fraction  rationnelle 

/(*) 

/•(■*■)  * 

on  réunit  deux  à deux  les  fractions  simples  qui  ont 
pour  dénominateurs 

(x — ce — © j/— 1 )m'  et  ( x — et-h-Cy^îJm'  , 

{x — et, — €}/— et  (x — ct-f-€/-i)m'-‘  , 

&c. . ••  . , 

enfin 

x — et,  — £ j/—  1 et  x — «,-+-£  j/-^T , 

les  différentes  sommes  obtenues  seront  des  frac- 
lions  réelles- et  rationnelles  qui  auront  pour  déno- 
minateurs respectifs 


Digitized  by  Google 


I.“  PARTIE.  CHAP.  XI. 

[('*- Éÿ^Cry, 


&c. 


387 


( X £t  )*-+-£* , 

et  dont  le  système  pourra  être  remplacé  par  une 
suite  d’autres  fractions  qui,,  avec  les  mêmes  déno- 
minateurs, auraient  pour  numérateurs  des  fonctions 
réelles  et  linéaires  de  la  variable  x.  Au  reste,  il  est 
facile  de  calculer  directement  cette  nouvelle  suite  de 
fractions,  en  commençant  parcelles  qui. correspon- 
dent aux  plus  hautes  puissances  de  (j; — et)1  -+-  £*. 
Cherchons , par  exemple , celle  qui  a pour  dénomi- 
nateur 


. ■ . * , » 

D’après  les  principes  établis  dans  le  premier  para- 
graphe , elle  sera 

(.6) 


[(*-«)• 


pourvu  que  Fon  fasse 


(*7) 

I 

U-—?- 7 X ( 

if/ 

et 

• 

(.8) 

9 O*’)  = 

F(x) 

[(^r+^r  * 

Ajoutons  que , si  dans  la  formule  précédente  on 

Bb’ 
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pose  successivement 

x = ot-t-Ç  ]/ — • -\-Z , X — du — o/- 


on  en  conclura,  eu  égard  à la  seconde  des  équa^ 
tions  (8) , 

Ç>  ( dU  — f—  £>  j/— i ■+■ 

(<*•  — C 1/  — 1 ) -f-  s /■  (<*■-+-  £ l/— 0 -+-  Ac..  • • 

— ~ (Tf/zn-i)"'  ’ 


Cp  f et  — ê y/ — 1 -+-  c ^ • 

Fm'  {a-'^r  ^ y/ — 1 ) ^m'+i  (*  — £ 1/— 0 -H  Ac.  • • • 

~ (-if 

et  par  suite, 


(et  -4-  Cs  — 1 ^ — 


F'm’ja-  -+■  f y/—  ■) 


<p(ot  — C}/-')  _ (—  l)"' 


F 0 
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CHAPITRE  XII. 

Des  Séries  récurrentes. 


J.  l.*r  Considérations  générales  sur  les  Séries 
récurrentes. 

Une  série  _ ' 

W 

(1)  a,x,  axx',  an x*,  &c...., 

ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  et  en-  * 
tières  de  la  variable  x,  est  appelée  récurrente,  lors- 
que dans  cette  série,  considérée  à partir  d’un  terme  % 

• donné,  le  coefficient  d’une  puissance  quelconque  de 
la  variable  s’exprime  en  fonction  linéaire  des  coef- 
ficiens  des  puissances  inférieures  pris  en  nombre 
fixe;  en  sorte  qu’il  suffise  de  recourir  aux  valeurs 
de  ces  derniers  coefficiens  pour  en  déduire  celui  que 
.l’on  cherche.  Ainsi , par  exemple , la  série  \ , 

(2)  I,  2X,  3 J?*, (n-t-l)x”,  &C.... 

est  récurrente , attendu  que , si  l’on  fait 

on  aura  constamment  pour  des  valeurs  de  n supé- 
rieures à l’unité  * 

\ «•  \.t  * 

(3)  a.-  zaK_,  — a„_t. 
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En  général , la  série  ( i ) sefa  récurrente  , si , pouf 
toutes  les  valeurs  de  n supérieures  à une  certaine 
limite , les  coefficiens 

an  f ait~x  » > • • • ^n~m 

de  plusieurs  puissances  consécutives  de  x se  trou- 
vent liés  entre  eux  par  une  équation  du  premier 
degré.  Soit 

(4)  k lan.„^  -4- ...  +pan_x  ■+■  (jan  — o 

l’équation  dont  il  s’agit,  k,  . . . p , q désignant 
. des  constantes  déterminées.  La  suite  de  ces  cons- 
tantes formera  ce  qu’on  appelle  X échelle  de  relation 
de  la  série , échelle  dont  les  constantes  elles-mêmes 
seront  les  difFérens  termes.  , 

. Dans  la  série  ( i ) , supppsée  récurrente , la  variable 
x et  les  coefficiens  a„,  a, , ax , ....  a„  peuvent  être 
.ou  des  quantités  réelles,  ou  des  expfessions  imagi- 
naires. Cela  posé , représentons  par  f„  le  module 
de  l’expression  an , et  par  conséquent  la  valeur  nu- 
mérique de  cette  expression , lorsqu’elle  est  réelle. 
On  conclura  immédiatement  des  principes  établis 
dans  les  VI.*  et  IX.e  chapitres  que  la  série  (i)  sera 
tantôt  convergente  , tantôt  divergente , suivant  que 
le  module  ou  la  valeur  numérique  de  x sera  infé- 
rieur ou  supérieur  à la  phis  petite  des  limites  vers 
lesquelles  converge,  tandis  que  n croit  indéfiniment, 

»'•  'JL 

l’expression  (/„)  " . 

n..  .1 


Digitized  by  Google 


*I.“  PARTIE.  CHAP.  XII.  3$1 

* * * * , ’ 

5.  2.*  Développement  des  Fractions  rationnelles  en 
Séries  récurrentes.  f 
• % 
Toutes  les  fois  qu’une  fraction  rationnelle  peut  se 

développa*  en  série  convergente  ordonnée  suivant 
les  puissances  ascendantes  et  entières  de  la  variable, 
cette  série  est  en  même  temps  récurrente,  ainsi  qu’on 
va  le  faire  voir. 

Considérons  d’abord  la  fraction  rationnelle 


(0  (*-«)"'  ’ 

dans  laquelle  a,  A désignent  deux  constantes  réelles 
ou  imaginaires , et  m un  nombre  entier.  Ëïle  pourra 
se  mettre  sous  la  forme 

et  sera  développable  , aussi  bien  que  l’expression 

(-v)- 

J 

en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  et  entières  de  la  variable  x,  si 


la  valeur  numérique  du  rapport  supposé  réel , 

ou  le  module  du  même  rapport  supposé  imaginaire, 
est  une  quantité  comprise  entre  les  limites  o et  1. 
Cette  condition  sera  remplie,  si  le  module  de  la 
variable  x,  module  qui  se  réduit  à la  valeur  numé- 
rique de  la  même  variable  quand  ceüê-ci  devient 
-imaginaire est  inférieur  au  module  de  la.  constante 
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a;. et  l’on  aura,  dans  cette  hypothèse, 

(»)  = 

' / ta  i#2  a 

♦ ‘ • 

= ^CT-') ...  »-3-4 »»  x 1.4.  ?../■»+■  ï x1 

')  '•*■*...(>*— 0 ^ H‘&c~ 

On  trouvera  par  suite 

(■})  ; — d. (_ ,\m  ( ^ m Ax  m( m-t-i)  Axx  \ 

\5)  (x-«)"  t 0 

et , si  1 on  fait  pour  abréger 

(4) (  (-)-£=«.,  (-r^=»„ 

J { ,)m  <??+')  _A_  & 

on  obtiendra  féquàtion 

(5)  (x— a)”  7"  a° ’A~aixArd1X  -4- ûtnar”-t-&C.... 

Concevons  maintenant  que  l'on  multiplie  les  deux 
membres  de  l 'équation  précédente  par  [a—x)n  : on 
en  tirera  -• 

** 

(6)  (-)  ”A=± 

( *"  “ Ta”~'  x+ 

“m  (“•>  ■+•  ff.  x -H»,-*1  xm  î’*'  -+&C...J 

m nh_j 

— — a (a.x-f-rt, x’  -4- h<*m_,xm-+-  «m  X*-'  -f- Scc. . .) 

m fm—  \ ) __ 

'*~-~rT'îr  a ~1(ao*1-*-  “A-am_1xm  + am„tX’n+'  - 


1 . 2 

— &C. 


*m-t-  o,  •**+' 
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ou , ce  qui  revient  au  même , 

(7)  ' ( — i)M  A — a"  a0  -4-  ^ a*  a,  — ~ a""'  a0  ^ 

-+-  (a*  a,  — ~ a*"  a,  -4-  a^x'  -4-  . . . ... . 
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- . î 


( 


A. 


, m • mfwt — 0 m , 

“ rtn 0 “n-,  H 0 an~i 

I I ai 


•••— I 


Cette  dernière  formule  devant  subsister  toutes  les 
fois  que  le  module  de  la  variable  x est  inférieur  au 
modale  de  la. constante  a,  par  conséquent,  toutes 
les  fois  que  l’on  attribue  à x une  valeur  réelle  peu 
différente  de  zéro , on  en  conclura,  par  des  raison- 
neinens  semblables  à ceux  que  nous  avons  employés 
pour  démontrer  le  6.e  théorème  du  VI.e  chapitro 

[§•4]  . ■ . 


(8)' 


( -x)mA  = a"  a,,'  «"- a0  = o, 

am  a,  — — «■»•*.«,  -4-  -'A  a’"-1  a„  = o , &c....  , 

1 ' c 1,2*. 


et  généralement 


(?)  a an — ■ 


Il  est  essentiel  de  remarquer  que  l’équation  (9)  a 
lieu  seulement  pour  des  valeurs  entières  de  n égales 
ou  supérieures  à m , et  quelle  doit  être  remplacée, 
lorsqu’on  suppose  n < m,  par  l’une  des  formules  (8). 
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De  plus , comme  I équation  ( 9 ) , étant  linéaire  par 
rapport  aux  constantes 

* 4 * *“• 

an  > an-  * > an- 1 * • • • an-m  > 


donnera  pour  la  première  de  ces  constantes  une 
fpnction  linéaire  de  toutes  les  autres , il  en  résulte 
que  dans  la  série 


(ro)  aB,  a.x,  axx* , ...  a„x”,  &c. ..4 

considérée  à partir  du  terme  amxm , le  coefficient 
d’une  puissance  quelconque  de  x s’exprimera  en 
fonction  linéaire  des  coefficiens  des  puissances  infé- 
rieures pris  consécutivement  et  en  nombre  égal  à m. 
Cette  sériè’sera  donc  l’une  de  celles  que  nous  avons 
nommées  récurrentes. 


Parmi  les  diverses  formules  particulières  qu’on 
peut  déduire  de  l’équation  (3),  il  est  bon  de  remar- 
quer celles  qui  correspondent  aux  deux  suppositions, 
m— 1 , m— 2.  On  trouve  dans  ja  première  hypothèse 


// 

o1 


X 


et  dans  la  seconde 


2 ^-x  -h  3 ^f-xl-¥-  4 -^-.rî~t-&c. 


Les  deux  formules  précédentes,  dont  la  première 
détermine  la  somme  d’une  progression  géométrique, 
subsistent,  ainsi  que  l’équation  (3),  toutes  les  fois 
que  le  module  de  x est  inférieur  au  module  de  a. 
Lorsque  dans  1 équation  (1 2)  ôn  fait  en  même  temps 
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A — i , a = i 
©n  obtient  la  suivante 

(*3)  ’fx-ijv  = I+U  + 3J‘  + 4-r?  &c... 

qui  a pour  second  membre  la  somme  de  la  série  (2) 
[§.  i.*r],  et  suppose  le  module  de  x inférieur  à 
l’unité. 

Considérons  maintenant  une  fraction  rationnelle 
quelconque 

/(*)* 

*(*■)  ’ , ... 
f{x),  F(x)  étant  deux  fonctions  entières  de  la  va- 
riable x.  Représentons  par  a,  b,  c,  ...  les  diverses 
racines  de  l’équation 

’ (15)  F(x)  = o,  . 

• * 

par  ni  le  nombre  des  racines  égales  à a,  par  m"  le 
nombre  des  racines  égales  k b , par  ni"  le  nombre 
des  racines  égales  à c,  &c. . . .,  et  par  k le  coeffi- 
cient de  la  plus  haute  puissance  de  x dans  le  poly- 
nôme F(x)-,  en  sorte  qu’on  ait 

( 1 6)  F(x)  = k (x— df‘  (x—b)m"  (.r — c)m  . . . ï 

La  méthode  exposée  dans  le  chapitre  précédent  four- 
nira, pour  la. décomposition  de  la  fraction  rationnelle 

/»  / x ® 

( en  fractions  Simples , une  équation  de  la 
forme 
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> 


/(*)  _ 


F(x) 


= R 


(x-af  (x — n)'n'~‘ 

B Bx 

(x-b)m"  {x-bjm"-‘  ' 


(x-c)’ 

&C.  . 


~ “+■ 


c*— «r 


x — a 


B mu. , 

X-b 

Ç nt"- 1 

X—C 


A , A,,  ...  B,  Bx,  ...  C,  Clf...  &c. ..  désignant 
des  constantes  déterminées,  et  R une  fonction  en- 
tière de  x qui  s’évanouira  lorsque  le  degré  du  poly- 
nôme f{x)  sera  inférieur  üf  celui  du  polynôme 
Cela  posé , coûterons  que  le  module  de  la  variable 
x soit  inférieur  aux  modules  des  diverses  racines  a, 
R , c , et  par  conséquent  au  plus  petit  de  ces 
modules.  On  pourra  développer  chacune  des  frac- 
tions simples  que  renferme  le  second  membre  de 
l'équation  (17)  en  une  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  variable  x ; 
puis,  en  ajoutant  les  développemens  ainsi  formés  au 
polynôme  R,  on  obtiendra  une  nouvelle  série  con- 
vergente toujours  ordonnée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  x,  et  dont  la  somme  sera  équiva- 
lente à la  fraction  rationnelle  . Soit 

/ (x) 

r » • 

(18)  a,x,  a^x1 , ...  a„xn , &c. ... 

« 

la  nouvelle  série  dont  il  est  ici  question.  La  formule 

(19)  ' j-  = a0  -+-  a,  x a%  x‘  &c. . . . 

• • 

subsistera  toutes  les  fois  que  cette  nouvelle  série 
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sera  convergente,  ccst-à-dire,  toutes  les  fois  que  le 
module  de  la  variable  x sera  inférieur  au  plus  petit 
des  nombres  qui  servent  de  modules  aux  racines  de 
• l’équation  (i  5).  J’ajoute  que  la  série  (18)  sera  tou- 
jours une  série  récurrente.  C’est  ce  que  l’on  prou- 
vera aisément  ainsi  qu’il  suit. 

Désignons  par  m la  somme  des  nombres  entiers 
m',  mu , iri",  . . . , ou  , ce  qui  revient  au  même , le 
degré  du  polynôme  F(x ) , et  faisons  en  conséquence 

(20)  F(x)=k  xm-+-  lxm~l  -+- .....  -+-px  -t-  q , 

'k,  l,  p , q représentant  des  constantes  réelles 

ou  imaginaires.  L’équation  (19)  deviendra 


(21)  1 


Après  Favoir  mise  sous  la  forme 
(22)  /(*)  = 

(?  -hps  -4- -t-lxm~‘  -+-  h xm)  x («0-4-a1x-+-aix*  -H&c...), 


on  en  tirera  , en  développant  le  second  membre 
Comme  on  l’a  fait  pour  l’équation  (6) , 


/ (x)  = q a0  -t-  (îa,+p«0)ï  -t-  &c .. 

(î  «m-t -P  «m-,  -H  ...-+•  It»,  ■+■  k a0)  xm 

■+* • .1 

<k«, 
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Cette  dernière  formule  devant  subsister  tant  que  le 
module  de  la  variable  x est  inférieur  aux  .modules 
des  constantes  a,  b , c,  ... , on  démontrera , par  des 
raisonnemens  semblables  à ceux  dont  nous  avons 
fait  usage  pour  établir  le  6.'  théorème  di|  VI.C  cha- 
pitre [§.  4]>  (lue  les  coefficàens  des  puissances  sem- 
blables de  x dans  les  deux  membres  sont  nécessai- 
rement égaux  entre  eux.  Il  en  résulte  i.°  que  les 
coefficiens  des  diverses  puissances  de  x dans  les  dif- 
férens  termes  du  polynôme  f{x)  sont  respectivement 
égaux  aux  coelfieiens  des  memes  puissances  dans  la 
série  dont  la  somme  constitue  le  second  membre  de 
Icquation  (23),  2.0  que  dans  cette  série  les  cocffi-* 
ciens  des  puissances  dont  l’exposant  surpasse  le  degré 
du  polynôme  f{x)  se  réduisent  à zéro.  D’ailleurs, 
si  l’on  considère  un  tenue  de  la  série  dans  lequel 
l’exposant  n de  la  variable  x surpasse  le  degré  du 
polynôme  f(x) , et  soit  en  même  temps  égal  ou  su- 
périeur à vi  t ce  terme  sera  de  la  forme 

• „ ’ -.ï.  . / ► r » 

{qan+pa„-l  + ....  + l a„_m. „ , -h  b a„_m ) xn. 

Donc,  toutes  les  fois  que  la  valeur  de  n,  étant  su- 
périeure au  degré  du  polynôme  /"(.r)  , sera  de  plus 
égale  ou  supérieure  au  degré  vu  du  polynôme  F(æ), 
les  coefficiens 

• ant  an- 1 » • • • • ? an-m 

se  trouveront  assujettis  à {'équation  linéaire 

«.  . . j 

(24)  î an  -*-Æ Cl„_m  = O ; 
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et  par  suite , pour  une  semblable  valeur  de  n , le 
coefficient  a„  de  la  puissance  x"  s’exprimera  en 
fonction  linéaire  de  ceux  des  puissances  inférieures^ 
prises  consécutivement  au  nombre  de  ni.  La  série 
(18)  sera  donc  l’une  de  celles  que  l’on  nomme  ré- 
currentes. Son  échelle  de  relation  se  composera  des 
constantes 

1 

k,  l,  p,  q, 

respectivement  égales  aux  coefficiens  des  diverses 

puissances  de  x dans  le  polynôme  F{x)^ 

Parmi  les  séries  qui  représentent  les  développemens 

des  fractions  renfêrmées  dans  le  second  membre  de 
* • 4 

la  formule  (17),  et  qui  sont  toutes  convergentes 
dans  le  cas  où  le  module  de  la  variable  x reste  in- 
férieui'  aux  modules  des  diverses  racines  de  l’équa- 
tion (15),  lune  au  moins  deviendrait  divergente,  si 
le  module  de  la  variable  venait  à surpasser  celui  dq 
quelque  racine.  Par  suite  la  série  (18),  toujours^ 
convergente  dans  le  premier  cas,  sera  divergente 
dans  le  second.  D’autre  part,  si  l’on. fait  croître  in- 
définiment le  nombre  entier  n , et’si  l’on  désigne 
par  fn  le  module  du  coefficient  an  dans  la’ série  (18), 
cette  série  sera  convergente  ou  divergente  [voyez 
le  §.  1 .er  ] suivant  que  le’module  de  x sera  inférieur 

v • • — J. 

ou  supérieur  à la  plus  petite  des  limites  de  (y„)  " . 
Comme  les  deux  règles  de  convergence  que  nous 
• venons  d’énoncer  doivent  nécessairement  s’accorder 
entre  elles,  on  peut  conclure  que  le  plus  petit  des 
modules  qui  correspondent  aux  racines  de  l'éqtfa- 
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tion  (15)  est  précisément  égal  à la  plus  petite  des 

x limites  de  V expression  (/„) 

Lorsque  les  deux  fonctions  f(x),  F{x)  sont 
réelles , le  coefficient  a„  l’est  aussi , et  son  module 
fn  ne  diffère  pas  de  sa  valeur  numérique.  Si  dans  la 
même  hypothèse  1 équation  F[x)  =1  o n’a  que  des 
racines  réelles , la  racine  qui  aura  la  plus  petite 
valeur  numérique  sera , d’après  ce  qu’on  vient  de 
dire  , égale  ( au  signe  près  ) à la  plus  petite  des 

• l 

limites  de  ( pn)  * . Enfin  si  le  rapport  con- 

verge  vers  une  limite  fixe , on  pourra  la  substituer 
[chap,  H,  §.  3 , 2 .e  théorème]  à fa  limite  cherchée 

, I s 

de  l’expression  (j>)  " . Cette  remarque  eonduit  à la 
règle  qu’a  donnée  Daniet Bernoulli  pour  déterminer 
numériquement  la  plus  petite  ( abstraction  faite  du 
signe  ) de  toutes  les  quantités  qui  représentent  les 
racines  supposées  réelles  d’une  équation  algébrique. 


§.  3.e  Somihation  des  Séries  récurrentes , et  fixation 
de  leurs  Termes  généraux. 

Lorsqu’une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  la  variable  x est  à- la -fois  conver- 
gente et  récurrente,  elle  a toujours  pour  somme, 
une  fraction  rationnelle.  Eh  effet,  soit 

fi)  a,f  a,  x,  a^x1 , . . . aKxn , &c.... 
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une  semblable  série  ; et  supposons  que , pour  des 
valeurs  de  n supérieures  à une  certaine  limite , le 
coefficient  an  de  la  puissance  x"  soit  déterminé,  en 
fonction  linéaire  des  coefficiens  des  puissances  infé- 
rieures pris  en  nombre  égal  à n,  par  une  équation 
de  la  forme 

(2)  . ka„_m-t-ïan_m.,+  ...+pa„_l+qaa  = o, 
en  sorte  que  les  constantes 

k,  l,  .....  p,  q 

forment  féchelle  de  relation  de  la  série.  Si  l’on  mul- 
tiplie la  somme  de  cette  série , savoir , 

a,  -+-  a,x  ■+■  axxx  •+■  &c. . . . 

par  le  polynôme 


kxm  -4-  lxm~'  -4 -px  -4-  q , 

le  produit  obtenu  sera  la  somme  d’une  nouvelle 
série  dans  laquelle  le  coefficient  de  xn , calculé 
comme  dans  le  chapitre  VI  [ §.  4 » 5 -e  théorème  ] , 
s’évanouira  pour  des  valeurs  de  n supérieures  à la 
limite  assignée.  En  d’autres  termes,  le  produit  dont 
il  est  question  sera  un  nouveau  polynôme  d’un 
degré  marqué  par  cette  limite.  Si  l’on  désigne  ce 
nouveau  polynôme  par  f(x ) , on  aura 


1 

(3)  /(■*)  = -t- • • • -h^x-4-j) (o0  + oIx-4-«1x*-4-  , 

et  par  suite 


(4)  a0-4-a,x-haxx,-t-&.c...~ 


/(«? 

ksm+Um-l+...+px+q  ' 


TOM.  1. 
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Donc  toute  çérie , qui , ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  et  entières  de  la  variable  x , est 
:à-la-fois  convergente  et  récurrente , a pour  somme 
une  fraction  rationnelle , dont  le  dénominateur  est 
un  polynôme  dans  lequel  les  puissances  successives 
de  x ont  pour  coefficiens  les  différons  termes  de 
lechelle  de  relation  de  la  série.  * 

Lorsque  pour  faire  connaître  une  série  récurrente 
on  donne  seulement  ses  premiers  termes , pt  l’échelle 
de  relation  qui  sert  à déduire  des  premiers  termes 
tous  ceux  qui  les  suivent , on  détermine  sans  peine , 
à l’aide  de  la  méthode  que  nous  venons  d’indiquer , 
la  fraction  rationnelle  qui  représente  la  somme  de 
la  série  dans  le  cas  où  elle  demeure  convergente. 
Cette  fraction  rationnelle  étant  calculée,  on  pourra 
lui  substituer  une  somme  de  fractions  simples  aug- 
mentée, s’il  y a lieu,  d’une  fonction  entière  de  la 
variable  x;  et,  si  Ton  cherche  ensuite  les  séries  ré- 
currentes  qui , pour  des  valeurs  de  x convenable- 
ment choisies  , expriment  les  développemens  des 
fractions  simples  dont  il  s’agit , on  obtiendra  , en 
ajoutant  les  termes  généraux  de  ces  mêmes  séries, 
le  terme  général  de  la  série  proposée. 

; - M.  i • ••  ^ 

. r 
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NOTE  I" 

Sur  la  Théorie  des  Quantités  positives  et  négatives. 

t 

(3  N a beaucoup  disputé  sur  ia  nature  des  quantités 
positives  ou  négatives , et  ion  a donné  à ce  sujet  diverses 
théories.  Celle  que  nous  avons  adoptée  [ voyez  les  Pré- 
liminaires , pages  2 et  3 ] nous  parait  là  plus  propre  à 
éclaircir  toutes  les  difficultés.  Nous  allons  d’abord  la  rap- 
peler en  peu  de  mots.  Nous  montrerons  ensuite  comment 
L’on  en  déduit  ia  régie  des  signes. 

De  même  qu’on  voit  i’idée  de  nombre  naître  de  ia  me- 
sure des  grandeurs , de  même  on  acquiert  l’idée  de  quan- 
tité ( positive  ou  négative  ) lorsque  l’on  considère  chaque 
grandeur  d'une  espèce  donnée  comme  devant  servir  à 
l’accroissement  ou  à la  diminution  d’une  autre  grandeur 
fixe  de  même  espèce.  Pour  indiquer  cette  destination, 
on  représente  les  grandeurs  qui  doivent  servir  d’accrois- 
semens  par  des  nombres  précédés  du  signe  -t-,  et  les 
grandeurs  qui  doivent  servir  de  diminutions  par  des 
nombres  précédés  du  signe  — . Cela*  posé , les  signes  -+• 
ou  — placés  devant  les  nombres  peuvent  être  comparés, 
suivant  ia  remarque  qui  en  a été  faite  * , à des  adjectifs 
placés  auprès  de  leurs  substantifs.  On  désigne  les  nombres 

* Transactions  philosophiques , année  i 8o4. 

CC  * 
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précédés  du  signe  -+-  sous  le  nom  de  quantités  positives, 
et  les  nombres  précédés  du  signe  — sous  le  nom  de 
quantités  négatives.  Enfin  l’on  est  convenu  de  ranger 
les  nombres  absolus  qui  ne  sont  précédés  d’aucun  signe 
dans  la  classe  des  quantités  positives  ; et  c’est  pour  cette 
raison  qu’on  se  dispense  quelquefois  d’écrire  le  signe  -+- 
devant  les  nombres  qui  doivent  représenter  des  quantités 
de  cette  espèce. 

En  arithmétique , on  opère  toujours  sur  des  nombres 
dont  la  valeur  particulière  est  connue,  et  qui  sont  par 
conséquent  donnés  en  chiffres;  tandis  que  dans  l’algèbre, 
où  l’on  considère  les  propriétés  générales  des  nombres , 
on  représente  ordinairement  ces  mêmes  nombres  par  des 
lettres.  Une  quantité  se  trouve  alors  exprimée  par  une 
lettre  précédée  du  signe  H-  ou  — . Au  reste , rien 
n'empêche  de  représenter  les  quantités  par  de  simples 
lettres  aussi  bien  que  les  nombres.  C’est  un  artifice  qui 
augmente  les  ressources  de  l'analyse  ; mais  lorsqu’on  veut 
en  faire  usage , il  est  nécessaire  d’avoir  égard  aux  con- 
ventions suivantes. 

Comme , dans  le  cas  où  la  lettre  A représente  un 
nombre,  on  peut,  d’après  ce  qui  a été  dit  ci-dessus,  dé- 
signer la  quantité  positive  dont  la  valeur  numérique  est 
égale  à A , soit  par  -+-  A , soit  par  A seulement , tandis 
que  — A désigne  la  quaptité  opposée  , c’est-à-dire,  la 
quantité  négative  dont  A est  la  valeur  numérique  : ainsi , 
dans  le  cas  où  la  lettre  a représente  une  quantité , l’on 
regarde  comme  synonymes  les  deux  expressions  a et  a, 
et  l’on  désigne  par  — a la  quantité  opposée. 

D’après  ces  conventions,  si  l’on  représente  par  A soit 
un  nombre,  soit  une  quantité  quelconque,  et  que  l’on  fasse 

a — A , b = — A , 
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on  aura 

-f-  A , h = — A , 

— a — — A , — b =.  ■+■  A.  ■ ’ j 

Si  dans  les  quatre  dernières  équations  ion  remet  pour  a 
et  b leurs  valeurs  entre  parenthèses , on  obtiendra  les 
foi-mules 

, v | -i-  (-t-  A)  = -+-  A , -+-  ( — À ) = — A , 

— (-+-/})  = — A,  -(-A)  = + A. 

Dans  chacune  de  ces  formules  le  signe  du  second  membre 
est  ce  qu’on  appelle  le  produit  des  deux  signes  du  premier. 
Multiplier  deux  signes  l’un  par  l’autre,  c’est  former,  leur" 
produit.  L’inspection  seule  des  équations  ( i ) suffit  pour 
établir  la  règle  des  signes ,,  comprise  dans  le  théorème  que 
je  vais  énoncer.  ’ i ; . • : .•*.*  . 

J."  Théorème.  Le  produit  de  deut  signes  sem- 
blables est  toujours  -+- , et  le  produit  de  deux  lignes 
opposés  est  toujours  — . .-r 

Il  suit  encore  des  mêmes  équations  que  le  produit  de 
deux  signes , lorsque  l’un  des  deux  est  -+- , reste  égal  à 
l’autre.  Si  donc  l’on  a plusieurs  signes  à multiplier  entre 
eux,  on  pourra  faire  abstraction  de  tous  les  signes  -+-.  De 
cette  remarque  on  déduit  facilement  les  propositions  sui- 
vantes. ' - 1 

* 2.*  Théorème.  Si  l'on  multiplie  plusieurs  signes 

les  uns  par  les  autres  dans  un  ordre  quelconque le 
produit  sera  toujours  , lorsque  les  signés  — seront 
en  nombre  pair , et  le  produit  sera  — , dans  le  cas 
contraire.  . ..iszu-p 

3.'  Théorème.  Le  produit  de  tant  de  signes  que 
l’on  voudra  reste  le  même , dans  quelque  ordre  qu’on 
■ les  multiplie'.  ...  ..  .. 
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Une  conséquence  immédiate  des  définitions  qui  précè- 
dent , c’est  que  la  multiplication  des  signes  n’a  aucun 
rapport  avec  la  multiplication  des  nombres.  Mais  on  n’cn 
sera  point  étonné , si  l’on  observe  que  la  notion  du  produit 
de  deux  signes  se  présente  dès  les  premiers  pas  que  l’on 
fait  en  analyse , puisque  dans  l’addition  ou  la  soustraction 
d’un  monome  on  multiplie  réellement  le  signe  de  ce  mo- 
nôme par  le  signe  h-  où  — . 

En  partant  des  principes  que  nous  venons  d’établir , 
on  lèvera  facilement  toutes  les  difficultés  que  peut  offrir 
l’emploi  des  signes  h-  et  — dans  les  opérations  de  Tal- 
gèbre  et  de  la  trigonométrie.  Seulement  il  faudra  distin- 
guer avec  soin  les  opérations  relatives  aux  nombres  de 
celles  qui  se  rapportent  aux  quantités  positives  ou  néga- 
tives. On  devra  sur-tout  s’attacher  à fixer  d’une  manière 
précise  Je  but  des  unes  et  des  autres,  à définir  leurs  ré- 
sultats, et  à en  montrer  les  propriétés  principales.  C'est 
ce  que  nous  allons  essayer  de  faire  en  peu  de  mots , pour 
les  diverses  opérations  que  l’on  a coutume  d’exécuter. 

ADDITION  ET  SOUSTRACTION. 

■ ■ • : ■ ■ ' ' 

Sommes  et  différences  des  nombres.  Ajouter  au 
nombre  A le  nombre  B,  ou,  en  d’autres  termes,  faire 
subir  au  nombre  A l’accroissement  B , c’est  ce  qu’on 

appelle  faire  une  addition  arithmétique.  Le  résultat  de 
cette  opération  s’appelle  somme.  On  l’indique  en  plaçant 
à la  suite  du  nombre  A son  accroissement  -+-  B /ainsi 
qu’il  suit  : - . 

A -4-  B.  , ' 

On  ne  démontre  pas , mais  on  admet  comme  évident , que 
la  somme  de  plusieurs  nombres  reste  la  même  dans 
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quelque  or  dire  qu’on  les  ajoute.  C’est  un  axiome  fonda** 
mental  sur  lequel  reposent  l'arithmétique  , l’algèbre  i et 

toutes  les  sciences  de  calcul.  a 

«...  ♦ • 

La  soustraction  arithmétique  est  l’inverse  dç  l’addiq 
tion.  Elle  consiste  à retrancher  d’un  premier  nombre  A 
un  second  nombre  B,  c’est-à-dire , à chercher  un  troisième 
nombre  C qui,  ajouté  au  secorîd , reproduise  le  pt'émieiv 
Cest-là  aussi  ce  qu’on  appelle  faire  subir  au  nombre  A la 
diminution  — B.  Le  résultat  de  cette  opération  se  nomme 
différence.  On  l’indique  en  plaçant  à la  suite  du  nombre 
A la  diminution  — B , ainsi  qu’il  suit, 


A — B. 


..T 


- ; 1JT» 


Quelquefois  on  désigné  la  différence  A — B sous  le  nom 
d’excès,  ou  de  reste , ou  de  rapport  arithmétique  entre 
les  deux  nombres  A et  B. 

Sommes  et  différences  des  quantités.  Nous  avons 
expliqué,  dans  Jes  préliminaires  ce  que  c’est  qu’ajouter 
deux  quantités  entre  elles.  En  ajoutant  plusieurs  quantités 
les  unes  aux  autres,  on  obtient  ce  qu’on  appelle  leur 
somme.  Il  est  facile'  de  démontre* , en  s’appuyant  sur 
l'axiome  relatif  à.  l’addition  des  nombres , la  proposition 


•v  , 

suivante. 

- >1  - 1 


iSM 


'!  > l 'V/l'i 


4/  ThjÉorème.  La  somme  de  plusieurs  quantités 
reste  la  même , dans  quelque  ordre  qu’on  les  ajople.  ^ 
On  indiqua  la  somme  unique  de  plusieurs  quantités  par 
la  simple  juxta-posilion  des  lettres  qui  représentent  soit  leurs 
valeurs  numériques , soit  les  quantités  elles-mêmes , chaque 
lettre  étant  précédée  du  signe  quelle doitavoir  pour1  restef 
ou  devenir  propre  à exprimer  la  quantité  correspondait  tel 
Les  différentes  lettres  peuvent  d’àilïeurs  être  disposées 
dans  un  ordre  quelconque  ; et  il  est  permis  de  supprimer 
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ic  signe  -4-  (levant  la  première  lettre.  Considérons , p*r 
exemple,  les  quantités 

® ® i • . . • g , “ A , ..... 

Leur  somme  pourra  être  représentée  par  l’expression 

a — / — g b — A -t-  c &c 

W : . ■ * 

Dans  une  semblable  expression,  chacune  des  quantités 

■ * a,  i„,  e,  ....  — f,  —g,  —h,  &c.... 

est  ce  qu’on  appelle  un  vionome.  L’expression  elle-même 
est  un  polynôme  dont  les  monomes  en  question  sont  les 
dilférens  termes.  1 . 

Lorsqu'un  polynôme  renferme  seulement  deux , trois , 
quatre  ....  termes,  il  prend  le  nom  de  binôme,  trinôme, 
quadrinome , ..... 

On  prouve  aisément  que  deux  polynômes  dont  tous  Ie9 
termes  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  représentent 
deux  quantités  opposées.  ' ( 

La  différence  entre  une  première  quantité  et  une 
seconde , c’est  une  troisième  quantité  qui , ajoutée  à la 
seconde,  reproduit  la  première.  En  partant  de  cette  défi- 
nition, on  démontre  que , pour  soustraire  d'une  premier  a 
quantité  a une  seconde  quantité  b,  it  suffi  d'ajouter 
à la  première  la  quantité  opposée  à b,  c’est-à-dire , 
— b.  On  en  conclut  que  la  différence  des  deux  quantités 
a et  b doit  être  représentée  par 


Nota.  La  soustraction  étant  l’inverse  de  l’addition  peut 
toujours  s’indiquer  de  deux  manières.  Ainsi,  par  exemple, 
pour  exprimer  que  la  quantité  c est  la  différence  des  deux 
quantités  a et  b,  on  peut  écrire  indifféremment 

a — b = c ou  a = i + c. 
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5 multiplication  ét  division. 

• • , . . > , • • « ■* 

• . . • • 1 * • ■ • 

Produits  et  quotiens  des  nombres.  Multiplier  le 
nombre  A par  le  nombre  B , c’est  opérer  sur  le  nombre 
A précisément  comme  on  opère  sur  l’unité  pour  obtenir 
B.  Le  résultat  de  cette  opération  est  ce  qu’on  appelle  le 
produit  de  A par  B.  Pour  bien  comprendre  la  défini- 
tion précédente  de  la  multiplication , il  faut  distinguer 
différais  cas  suivant  l’espèce  du  nombre  B.  Or  ce  nombre 
peut  être  tantôt  rationnel , c’est-à-dire , entier  ou  fraction- 
naire, tantôt  irrationnel,  c’estrà-dire,  non  rationnel. 

Lorsque  B est  un  nombre  .entier , il  suffit,  pour  ob- 
tenir B,  d’ajouter  l’unité  plusieurs  fois  de  suite  à elle- 
même.  Il  faudra  donc  alors,  pour  former  le  produit  de  A 
par  B , ajouter  le  nombre  A à lui-même  un  pareil  nombrè 
de  fois  , c’est-à-dire  > faire  la  somme  d’autant  de  nombres 
égaux  à A qu’il^.y  a d’unités  dans  B. 
i Lorsque  B est  une  fraction  qui  a pour  numérateur  mt 
et  pour  dénominateur  n , l’opération , par  laquelle  on  par>- 
vient,au  nombre  B , consiste  à partager  l’unité  en  n parties 
égales,  etj.à. répéter  ni  fois  le  résultat  trouvé.  On  obtien- 
dra donc  alors  le  produit  de  A par  B,  en  partageant  le 
nombre  A en  n parties  égales , et  répétant  l’une  de  ces 
parties  m fois.  • r . v •* 

Lorsque  B est  un  nombre  irrationnel,  on  peut  en  ob- 
tenir en  nombres  rationnels,  des  valeurs  de  plus  en  plus 
approchées.  On  fait  voir  aisément  que  dans  la  même  hy- 
pothèse le  produit  de  A par  les  nombres  rationnels  dont 
il  s’agit  s’approche  de  plus  en  plus  d’une  certaine  limite. 

- Cette  limite  sera  le  produit  de  A pat  B.  Si  l’on  suppose, 
par  exemple , B = o , on  trouvera  une  limite  nulle , et 
ion  en  conclura  que  le  produit  d’un  nombre  quelconque 
par  zéro  s’évanouit. 
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Dans  la  muitipIication  .de  j4  par  B,  le  nombre  A s’ap- 
pelle multiplicande  , et  le  nombre  B multiplicateur. 
Ces  deux  nombres  sont  aussi  désignés  conjointement  sous 
Je  norh  dé  facteurs  du  produit. 

Pour  indiquer  le  produit  de  A par  B , on  emploie 
indifféremment  l’une  des  trois  notations  suivantes  : 

, ; B * A , B . A , B A.  . , ...  . i 

• Le  produit  de  plusieurs  nombres  reste  le  même  dan» 
quelque  ordre  qu’on  les  multiplie.  Cette  proposition  , 
lorsqu’il  s’agit  de  deux  ou  trois  facteurs  entiers  seulement , 
se  déduit  de  l'axiome  relatif  à l’addition  des  nombres. 
On  peut  ensuite  la  démontrer  successivement,  i.®  pouf 
deux  ou  trois  facteurs  rationnels;  z.°  pour  deux  ou  trois 
facteurs  irrationnels  ; j.®:  enfin  pour  un  nombre  quel- 
conque de  facteurs  rationnels  ou  irrationnels. 

Diviser  le  nombre  A par  le  nombre  B / c’est  cherche!- 
un  troisième  nombre  dont  le  produit  par  B soit  égal  üA. 
L’opération  par  laquelle  on  y parvient  s’appelle  division  \ 
et  le  résultat  de  cette  opération  quotient.  De  plus  , le 
nombre  ^ prend  le  nom  de  dividende  , et  le  -nombre  B 
celui  dé  diviseur.  1 *’  * * . ,fI  ’ 

Pour  indiquer  te  quotient  de  A par  B , 6n  emploie  à 
volonté  l’une  des  deux  notations  suivantes 


!.>  i:>  î i! 

-.  ’q  ii->  foîq  il  i îfcr*  >. t.  »•;  -.'l'aiie  o re*  f -t 
* > | . , _■  • a , 

Quelquefois  on  désigne  lé  quotient  A : B sous  le  nom 

de  rapport  ou  raison  géométrique  des  deux  nombres  A 

viB1  • 

L’égalité  de  deuxTapports  géométriques  A:  B,  C : D , 
•u , en  d’autres  termes , lequatiort 


j «»  û*  • 'ri  f*  » » * 


li’i  f 0 1* | 


..  . ,|  ; • u,. 

AlB  sa  C.  A 


l;  \*t,  z'»  - •> 
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est  ce  qu'on  appelle  une  proportion  géométrique.  Ordi- 
nairement au  lieu  du  signe  = on  emploie  le  suivant  : : 
qui  a la  même  valeur , et  l’on  écrit 

A : B : : C : D.  i 

Nota.  Lorsque  B est  un  nombre  entier,  diviser  A par 
B,  c’est,  d’après  la  définition,  chercher  un  nombre  qui 
répété  B fois  reproduise  A.  C’est  donc  partager  le  nombre 
A en  autant  de  parties  égales  qu’il  y a d’unités  dans  B. 
On  conclut  facilement  de  cette  remarque  que , si  m et  n 
désignent  deux  nombres  entiers,  la  n.mr  partie  de  l’unité 
devra  être  représentée  par 


* r 


n 


et  la  fraction,  qui  a pour  numérateur  m,  et  pour  déno- 


minateur n,  par 


m x 


Telle  est , en  effet , la  notatiôn  par  laquelle  on  doit  natu- 
rellement désigner  la  fraction  dont  i!  s’agit.  Mais , commè 

• ••  • ' ,«v  . *,  < ' ’ ^ , ,v,-  \ m ■ f • ’ 

on  prouve  aisément  que  le  produit  nt  x — est  équivalent 
au  quotient  de  m,  par  « , c'est-à-dire , » il  en  résulte 

que  la  même  fraction  peut  être  représentée  plus  simple» 
ment  par  la  notation 


m 

n 


:r.  t 


Produits  et  quotiens  dès  quantités.  Le  produit 
d’une  première  quantité  par  une  seconde , est  une  troi» 
sième  quantité  qui  a pour  valeur  numérique  le  produit  des 
valeurs  numériques  des  deux  autres , et  pour  signe  le  pro- 
duit de  leurs  signes.  Multiplier  deux  quantités  l’une  par 
l’autre,  c’est  former  leur  produit.  L'une  des  deux  quantités 


Digitized  by  Google 


412  NOTE  I.“ 

s’appelle  multiplicateur , l’autre  multiplicande , et  toutes 

les  deux  conjointement  facteurs  du  produit. 

Ces  définitions  étant  admises,  on  établira  facilement  la 
proposition  suivante. 

5.'  THÉORÈME.  Le  produit  de  plusieurs  quantités 
reste  le  même , dans  quelque,  ordre  qu’on  les  multiplie. 

Pour  démontrer  cette  proposition , il  suffit  de  com- 
biner la  proposition  semblable  relative  aux  nombres  avec 
le  3.*  théorème  relatif  aux  signes  [ voyez  ci-dessus,  page 

405]. 

Diviser  une  première  quantité  par  une  seconde,  c’est 
chercher  une  troisième  quantité  qui  multipliée  par  la  se- 
conde reproduise  la  première.  L’opération  par  laquelle  on 
y parvient  s’appelle  division  ; la  première  quantité  divi- 
dende , la  seconde  diviseur,  et  le  résultat  de  l’opération 
quotient.  Quelquefois  on  désigne  le  quotient  sous  le  nom 
de  rapport  ou  raison  géométrique  des  deux  quantités 
données.  En  partant  des  définitions  précédentes  , on 
prouve  facilement  que  le  quotient  de  deux  quantités  a 
pour  valeur  numérique  le  quotient  de  leurs  valeurs  nu- 
mériques , et  pour  signe  le  produit  de  leurs  signes. 

Lâ  multiplication  et  la  division  des  quantités  s’indi- 
quent tout  comme  la  multiplication  et  la  division  des 
nombres. 

Nous  dirons  que  deux  quantités  sont  inverses  l’une  de 
l’autre , lorsque  le  produit  de  ces  deux  quantités  sera  l’u- 
nité. D'après  cette  définition  , la  quantité  a aura  pour 
inverse  —• , et  réciproquement. 

On  a remarqué  plus  haut  que  ce  qu’on  appelle  fraction 
en  arithmétique  est  égal  au  rapport  ou  quotient  de  deux 
nombres  entiers.  En  algèbre,  on  désigne  aussi  sous  le  nom 
de  fraction  le  rapport  ou  quotient  de  deux  quantités  quel* 
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conques.  Si  donc  a et  b représentent  deux  quantités , leur 
rapport  -j-  sera  une  fraction  algébrique. 

Nous  observerons  encore  que  la  division,  étant  une  opé- 
ration inverse  de  la  multiplication,  peut  toujours  s’indiquer 
de  deux  manières.  Ainsi,  par  exemple,  pour  exprimer  que 
la  quantité  c est  le  quotient  de  deux  quantités  a et  b , on 
peut  écrire  indifféremment 

~ — c , ou  a — b c. 

b 

Les  produits  et  quotiens  de  nombres  et  de  quantités 
jouissent  de  propriétés  générales  auxquelles  on  a souvent 
recours.  Nous  avons  déjà  parlé  de.  celle  qu’a  tout  produit 
de  rester  le  même , dans  quelque  ordre  que  l’on  multiplie 
ses  facteurs.  D’autres  propriétés  non  moins  remarquables 
se  trouvent  comprises  dans  les  formules  que.  je  vais  écrire. 

Soient 

® » bp  C , . « • À p U p h J r . ■ * A ; 4 I • * • . &C. . . 


plusieurs  suites  de  quantités  positives  ou  négatives.  On 
aura , pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  ces  mêmes  quan- 
tités , 

A (a  -+-  A -t-  c . ...)  = ka  k b kc  -h  ...  , 

o+J  + c-i- a b c 

k “T^T^T  "*’•••• 

a à a ad  a 

t*  -r’tTx”*!=Tï nrrr. : * 

k bk  b , 

= =x  — x A. 

■ (f)  • * 

Les  quatre  formules  qui  précèdent  donnent  lieu  à une  foule 
de  conséquences  qu’il  serait  trop  long  d’énumérer  (ici  en. 
détail.  On  conclura , par  exemple.»  de  la  troisième  for- 
mule i .°  que  les  fractions  ^ , 


> 
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a k a 

T * ~TT 

sont  égales  entre  elles,  a,  b,  k désignant  des  quantités 
quelconques  ; 4/  que  la  fraction  a pour  inverse  ~ ; 
3 ."  que  , pour  diviser  une  quantité  k par  une  autre 
quantité  a,  il  suffit  de  multiplier  k par  la  quantité  in- 
verse de  a,  c’est-à-dire , par  -L  . 


ÉLÉVATION  AUX  PUISSANCES  : EXTRACTION 
DES  RACINES. 

* 

Puissances  et  racines  des  nombres  : exposans 
POSITIFS.  Elever  le  nombre  A à la  puissance  marquée 
par  le  nombre  B , c’est  chercher  un  troisième  nombre 
qui  soit  formé  de  A par  la  multiplication , comme  B est 
formé  de  l’unité  par  l’addition.  Le  résultat  de  cette  opé- 
ration faite  sur  le  nombre  A est  ce  qu’on  appelle  sa  puis- 
sance du  degré  B.  Pour  bien  concevoir  la  définition  pré- 
cédente de  l’élévation  aux  puissances , il  faut  distinguer 
trois  cas,  suivant  que  le  nombre  B est  entier,  fraction- 
naire ou  irrationnel. 

Lorsque  B désigne  un  nombre  entier,  ce  tiombre  est 
fa  soipme  4e  plusieurs  unités.  La  puissance  de  A,  du  degré 
B,  doit  donc  alors  être  le  produit  d’autant  de  facteurs 
égaux  à À , qu’il  y a d’unités  dans  B. 

Lorsque  B représente  une  fraction  — (m  et  n étant 
deux  nombres  entiers ) , il  faut , pour  obtenir  cette  frac- 
tion , J .“  chercher  un  nombre  qui  répété  n fois  repro- 
duise l’unité;  2. “répéter  m fois  le  nombre  dont  il  s’agit. 
11  faudra  donc  alors,  pour  obtenir  la  puissance  de  A,  du 
degré  ~ , 1 .*  chercher  un  nombre  tel  que  la  multipli- 
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cation  de  n facteurs  égaux  à ce  nombre  reproduise  A , 
?.u  former  un  produit  de  m facteurs  égaux  à ce  même 
nombre.  Quand  on  suppose  en  particulier  m = i , la 
puissance  de  A quç  l’on  considère  se  réduit  à celle  du 
degré  -b- , et  se  trouve  déterminée  par  la  seule  condi- 
tion , que  le  nombre  A soit  équivalent  au  produit  de  n 
(acteurs  égaux  à cette  même  puissance. 

Lorsque  fi  est  un  nombre  irrationnel , on  peut  en  ob- 
tenir en  nombres  rationnels  des  valeurs  de  plus  en  plus 
rapprochées.  On  prouve  facilement  que  dans  la  même  hy- 
pothèse les  puissances  de  A marquées  par  les  nombres 
rationnels  dont  il  s’agit  s’approchent  de  plus  en  plus  d’une 
certaine  limite.  Cette  limite  est  la  puissance  de  A , du 
degré  B. 

Dans  l’élévation  du  nombre  A à la  puissance  du  degré 
B,  le  nombre  A s’appelle  racine,  et  le  nombre  fi,, qui 
marque  le  degré  de  la  puissance , Reposant.  Pour  repré- 
senter la  puissance  de  A du  dégré  fi,  on  se  sert  de  1» 
notation  suivante 

( 

* • AB. 

D’après  les  définitions  qui  précèdent,  la  première  puis- 
sance d’un  nombre  n’est  autre  chose  que  ce  nombre  lui- 
même.  Sa  seconde  puissance  est  le  produit  de  deux  fac- 
teurs égaux  à ce  nombre,  sa  troisième  de  trois  semblables 
facteurs,  et  ainsi  de  suite.  Des  considérations  géométriques 
ont  conduit  à désigner  la  seconde  puissance  sous  le  nom 
de  carré,  et  la  troisième  sous  le  nom  de  cube.  Quant  à 
la  puissance  du  degré  zéro,  elle  sera  la  limite  vers  laquelle 
converge  la  puissance  du  degré  fi,  tahdis  que  le  nombre  fi 
décroît  indéfiniment.  II  est  aisé  de  faire  voir  que  cette  limite 
se  réduit  à l’unité  ; d’où  il  résulte  qu’on  a en  général 
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A*  — i. 

Nous  supposons  toutefois  que  la  valeur  du  nombre  A 
reste  finie  et  différé  de  zéro. 

Extraire  du  nombre  A la  racine  marquée  par  le 
nombre  B,  c’est  chercher  un  troisième  nombre  qui , élevé 
à la  puissance  du  degré  B,  reproduise  A.  L’opération,  par 
laquelle  on  y parvient,  s’appelle  extraction,  et  le  résultat 
de  l’opération  est  la  racine  de  A , du  degré  B.  Le  nombre 
B , qui  marque  le  degré  de  la  racine , se  nomme  indice* 
Pour  la  représenter,  on  se  sert  de  la  notation  suivante 


Les  racines  du  second  et  du  troisième  degré  sont  ordinai- 
rement désignées  sous  le  nom  de  racines  carrées  et  cubi- 
ques. Lorsqu’il  s’agit  d’une  racine  carrée , on  se  dispense 
presque  toujours  d’écrire  au-dessus  du  signe  y/  l’indice  z 
de  cette  racine.  Ainsi  les  deux  notations 

r . - fà  > V A ■ . ; 

« 

doivent  être  considérées  comme  équivalentes. 

Nota.  L’extraction  des  racines  des  nombres,  étant  l’in- 
verse de  leur  élévation  aux  puissances,  peut  toujours  être 
indiquée  de  deux  manières.  Ainsi , par  exemple , pour  ex- 
primer que  le  nombre  C est  égal  à la  raeine  de  A , du 
degré  B,  on  peut  écrire  à volonté 

A—CR  ou  C = Y*' 

Remarquons  encore  qu’en  vertu  des  définitions , si  l’on 

f»  . 

désigne  par  n un  nombre  entier  quelconque , A " sera  un 
nombre  tel  que  la  multiplication  de  n facteurs  égaux  à 
ce  nombre  reproduise  A.  En  d’autres  termes,  on  aura 

(a-)*  ==a,  ■ 


I 
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doù  Ton  conclura 

Ainsi , lorsque  n est  un  nombre  entier , la  puissance  de 
A,  du  degr£  , et  la  racine  n.m'  de  A sont  des  expres- 
sions équivalentes.-  On  prouve  facilement  qu’il  en  est  de 
même  dans  le  cas  où  l’on  remplace  le  nombre  entier  n 
par  un  nombre  quelconque. 

Puissances  des  nombres  : exposans  négatifs. 
Élever  le  nombre  A à la  puissance  marquée  par  X expo- 
sant négatif  — B,  c’est  diviser  l’unité  par  AB.  La  valeur 
de  l’expression 

A-* 

se  trouve  donc  déterminée  par  l'équation 
A-B  _*L 

— 7*  ’ 

qu’on  peut  aussi  mettre  sous  la  forme 
AB  A~B  = i. 

"Par  suite , si  l’on  élève  un  même  nombre  à deux  puis- 
sances marquées  par  deux  quantités  opposées  , on  ob- 
tiendra pour  résultats  deux  quantités  positives  inverses 
l’üne  de  l’autre. 

Puissances  et  -racines  réelles  des  quantités. 
Si , dans  les  définitions  que  nous  avons  données  des  puis- 
sances et  racines  des  nombres  correspondantes  à des  ex- 
posans, ou  entiers,  ou  fractionnaires , on  substitue  le  mot 
de  quantités  à celui  de  nombres , on  obtiendra  (es  défi- 
nitions suivantes  pour  les  puissances  et  moines  réelles  des 
quantités. 

Elever  la  quantité  a à la  puissance  réelle  du  degré 
tOM.  1.  Dd 
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m [ m étant  un  nombre  entier  J , c’est  former  le  produit 
d’autant  de  facteurs  égaux  à a qu’il  y a d’unités  dans  m. 

Élever  la  quantité  a à la  puissance  reelte  du  degré  — 
[wt  et ‘h1  trtâlfet  deux  nombres  entiers],  c’est  ( en'  suppo- 
sant r pour  éviter  toute  incertitude , la  fraction  ■—  réduite 
a sa  plus  simple  expression  ) former  un  produit  de  m 
facteurs  égaux  et  tellement  choisis  que  la  n.m‘  puissance 
de  chacun  d’eux  soit  équivalente  à la  quantité  a. 

Extraire  de  la  quantité  a la  racine  réelle  du  degré  tu 
<ju  — c’est  chercher  une  nouvelle  quantité  qui , élevée 
« la  puissance  réelle  du  degré  m ou  , reproduise  a. 
[D’après  cette  définition,  la  n.m‘  racine  réelle  d’une 
quantité  est  évidemment  la  même  chose  que  sa  puissance 
réelle  du  degré  -i-.  Dé  plus,  on  prouvera  facilement  que 
la  racine  du  degré  ~ équivaut  à b puissance  du  degré  Jll. 

Enfin , élever  là  quantité  a à la  puissance  réelle  du 
degré  -L—  m ou  — — , c’est  diviser  l’unité  par  cette  même 

quantité  a élevée  à la  puissance  réelle  du  degré  m ou 
DanS'les  opérations  dont  on  vient  de  parler , le  nombre 
ou  la  quantité  qui  marque  le  degré  d’une  puissance  réelle 
de  a s’appelle  I* exposant  dé  cette  puissance , tandis  que 
le  nombre  qui  marque  le  degré  d’une  racine  réelle  se 
nomme  \ indice  ie  cette  racine. 

- Toute  puissance  de  a,  qui  correspond  à un  exposant 
dont  la  valeur  numérique  est  entière,  c’est-à-dire,  à un 
exposant  de  la  forme  -+~  m ou  — m [ m représentant  un 
nombre  entrer  ] , admet  une  valeur  unique  et  réelle  que 
I’bh  désigne  par  fa  notation 


il «V  Vu 


ha 
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Quant  au\  racines,  et  quant  aux  puissances  dont  la 
valeur  numérique  est  fractionnaire , elles  peuvent  ad- 
mettre ou  deux  valeurs  réelles,  ou  une  seule  valeur  réelle, 
ou  n’en  admettre  aucune.  Les  valeurs  réelles  dont  il  est 
ici  question  sont  nécessairement  des  quantités*  positives 
ou  des  quantités  négatives.  Mais,  outre  ces  quantités , on 
emploie  encore  en  algèbre  des  symboles  qui , n’ayant  au- 
cune signification  par  eux-mêmes  , reçoivent  néanmoins , 
à cause  de  leurs  propriétés,  les  noms  de  puissances  et 
de  racines.  Ces  symboles  sont  du  nombre  des  expressions 
algébriques  auxquelles  on  a donné  le  nom  ÿ imaginaires, 
par  opposition  à celui  d' expressions  réelles , qui  ne  s’ap- 
plique jamais  qu’à  des  nombres  ou  à des  quantités. 

Cela  posé , il  résulte  des  principes  établis  dans  le  cha- 
pitre Vil  que  la  racine  n.m'  d’une  quantité  quelconque 

a , et  ses  puissances  des  degrés  ~ , — [ n étant  un 

nombre  entier,  et  une  fraction  irréductible]  admet- 
tent chacune  n valeurs  distinctes  réelles  ou  imaginaires. 
Conformément  aux  notations  adoptées  dans  le  même  cha- 
pitre, on  désignera  l’une  quelconque  de  ces  valeurs,  s’il 
s’agit  de  la  racine  n.m‘ , par  la  notation 

= ((«))', 

et,  s’il  s’agit  de  la  puissance  qui  a pour  exposant  — ou 
~ , par  la  notation 

.((«))"  ou  ((  . ■ 

Ajoutons  que  F ex  pression  ((a))*  est  comprise  comme 

m 

cas  particulier  dans  l’expression  plus  générale  ((«))*  ; et 
qu’en  appelant  A la  valeur  numérique  de  a on  trouvera 

Dd* 
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pouï  les  valeurs  réelles  des  deux  expression* 

((«))?>  ((«))'"  ' 

i .* , si  n désigne  un  nombre  impair , 

i w a étant  sss  •+•  A -h  A ’ , -h  A ", 

» ♦ 

m m 

« a étant  = — A — A " , ■ — A " , 

2.* j si  n désigne  un  nombre  pair, 

m m 

a étant  = -*-/< ±.4",  ± A ” * . 

Lorsque,  dans  le  dernier  cas,  on  suppose  a négatif,  toutes 

les  valeurs  de  chacune  des  expressions  ((«))*,  ((•))  " 
deviennent  imaginaires. 

Si  l’on  fait  varier  la  fraction  de  manière  quelle  s’ap- 
proche indéfiniment  d’un  nombre  irrationnel  B,  le  déno- 
minateur « croissant  alors  au  - delà  de  toute  limite  assi- 
gnable , il  en  sera  de  même  du  nombre  des  valeurs  ima- 
ginaires qu’obtiendra  chacune  des  expressions 

» m y m 

((«))%  ((*))"" 

Par  suite  on  ne  peut  admettre  dans  le  calcul  les  notations 

. ’ ((•))',  ((«))-*, 

ou , si  l’on  fait  b — rb  B , la  notation 

((«))** 

» 

à moins  de  considère^  une  semblable  notation  comme 
propre  à représenter  une  infinité  d’expressions  imaginaires. 
Pour  éviter  cet  inconvénient,  nous  n’emploierons  jamais 
l’expression  algébrique 

, „ *.  - ((«»*  .:  : • 
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dans  te  cas  où  ta  valeur  numérique  de  b sera  irrationnelle. 
Seulement,  dans  cette  hypothèse,  lorsque  a obtiendra 
une  valeur  positive  -A- A,  fin  pourra  faire  usage  de  la  no- 
tation 

ai  ou  ( a Y , 

4 

que  l’on  devra  considérer  comme  équivalente  à 

-+-  A * 

• s 

• » I V 

[ voyez  le  chapitre  VII,  5- 4]-  v 

Les  puissances  de  nombres  et  de  quantités  jouissent  de 
plusieurs  propriétés  remarquables  qu’il  est  facile  de  dé- 
montrer. Nous  citerons  entre  autres  celles  qui  se  trouvent 
comprises  dans  les  formules  que  je  vais  écrire. 

Soient  a,  a , a", ...  b,  b',  b",  ...  des  quantités  quel- 
conques positives  ou  négatives,  A,  A,  A",  .....  de* 

nombres  quelconques , et  m , m , m", des  nombres 

entiers.  On  aura 


(3) 


A*A<>'Ay' =S  A*-*'**" 

A>À'*A"* = (A  A'  A"....)*. 

(A*)*'  = A*'  * ; 

«**'  sa  ....  (dtttun  itt 


. devant  être  a/Fectc  du  merac  signe  dan» 


(4) 


a*  .a*  . 

nombrçs  m,  m* , m 
les  deux  membres  ) , 

a " . a'm  . a»" — (a  a/  a»  ... .) 

a~m  ,ai~m  ,a"~m as  (fl  fl' fl»....) 

(a")"'  ■=(•“")-»'  = a""', 
(a")-"'  = («-")"' 


Les  formules  (j)  et  (4)  donnent  lieu  à une  foule  de  con- 
séquences, parmi  lesquelles  nous  nous  contenterons  d’in- 
diquer la  suivante.  On  tire  de  la  seconde  des  formules  (j) 
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et  l’on  en  conclut 


Donc,  si  l’on  élève  deux  quantités  positives  inverses 
l’une  de  l’autre  à une  même  puissance , les  résultats 
seront  encore  deux  quantités  inverses. 

FORMATION  DBS  EXPONENTIELLES  ET 
DES  LOGARITHMES. 

Lorsque  dans  l’expression  A*  on  regarde  le  nombre 
A comme  fixe,  et  la  quantité  x comme  variable,  la  puis- 
sance A * prend  le  nom  A’ exponentielle.  Si  , dans  la 
même  hypothèse,  on  a , pour  une  valeur  particulière  de  x , 

A*  — B , 

cette  valeur  particulière  sera  ce  quon  appelle  le  loga- 
rithme du  nombre  B dans  le  système  dont  1a  base  est  A. 
On  indique  ce  logarithme  en  plaçant  devant  le  nombre  la 
lettre  initiale  l ou  L , ainsi  qu’il  suit, 

l(B)  ou  £.(£), 

Toutefois , comme  une  semblable  notation  ne  fait  pas 
connaître  la  base  du  système  de  logarithmes  auquel  elle 
se  rapporte  f,  il  est  indispensable  d’énoncer  dans  le  dis- 
cours la  valeur  de  cette  base.  Cela  posé , si  l’on  se  sert 
de  la  caractéristique  L,  pour  désigner  les  logarithmes  pris 
dans  le  système  dont  la  base  est  A , l’équation 

A*  = B 

entraînera  la  suivante 

. *r  = l(B).  ■ ■■  ■■  *’ 

Quelquefois,  lorsqu'on  doit  traiter  en  même  temps  des 
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logarithmes  pris  dans  diftërens  systèmes,  on  distingue  les 
uns  des  autres  à l’aide  d’un  ou  plusieurs  accens  places  a 
la  droite  de  la  lettre  L,  et  l’on  désigne  en  conséquence 
par  cette  lettre  dépourvue  d’accens  les  logarithmes  d un 
premier  système  , par  la  même  lettre  suivie  d’un  seul 
accent  les  logarithmes  d’un  second  système,  &c.... 

*fen  s’appuyant  sur  les  définitions  qui  précèdent  et  sur 
les  propriétés  générales  des  puissances  des  nombi  es , on 
reconnaîtra  facilement , i .°  que  l unité  a zéro  pour  loga- 
rithme dans  tous  les  systèmes  ; a/  que  dans  tout  système 
de  logarithmes  dont  la  base  surpasse  l’unité,  tout  nombre 
supérieur  à l’unité  a un  logarithme  positif , et  tout  nombre 
inférieur  à l’unité  un  logarithme  négatif;  3.0  que  dans 
tout  système  de  logarithmes  dont  la  base  est  au-dessous 
de  l’unité,  tout  nombre  inférieur  à l’unité  a un  logarithme 
positif,  et  tout  nombre  supérieur  à l’unité  un  logarithme 
négatif;  enfin  que,  dans  deux  systèmes  dont  les  bases 
sont  inverses  l’une  de  l’autre , les  logarithmes  d un  même 
nombre  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  De  plus  , on 
démontrera  sans  peint?  les  formules  qui  établissent  les 
propriétés  principales  des  logarithmes,  et  parmi  lesquelles 
on  doit  remarquer  celles  que  je  vais  écrire. 

Si  l’on  désigne  par  B,  B',  B",  ....  C des  nombres 
quelconques , par  les  caractéristiques  L , L des  loga- 
rithmes pris  dans  deux  systèmes  dilférens  dont  les  bases 
soient  A , A\  et  par  k une  quantité  quelconque  positive 
ou  négative , on  aura 

1(55'  B". . .)  = L.  ( B ) L {B'  ) -t-  L (5”)  ,.'.V  ' ’ 

1(5*)  = kL(B), 

. B A*)  __  — ct{‘K 

'Jt 

z.(c)  *■’  (O  . 

TTT)  * 


ft  ? . 

-5 

% 
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Oh  tire  de  la  première  de  ces  formules 

L(B)  -+-  £ (~)  = L ( i ) = o , 

et  par  suite 

*•  (?)==- *■(*)>•  . 
d où  il  resuite  que  deux  quantités  positives  inverses  Tuft 
de  Tautre  ont  des  logarithmes  égaux  et  de  signes  con- 
traires. Ajoutons  que  la  quatrième  formule  peut  facilement 
se  déduire  de  la  seconde.  En  effet , supposons  que  fà  quan- 
tité k représente  le  logarithme  du  nombre  C dans  le 
sySfème  dont  la  base  est  B.  On  aura 

, € — B\  -- 

•t  par  suite 

£(C)  = *£(/?),  £' (O  = *£'(*), 

d’où  Ton  conclura  immédiatement 


L(C)  _ U (C)  , 

L{B)  ~ L!  [B)  — *• 

On  peut  remarquer  encore  que,  si*Ton  prend  B— A , en 
tirera  de  b quatrième  formule  f à cause  de  L(A)z=z  1] 

- • L'(C)  = L'(A).L(C)> 

ou,  en  faisant,  pour  abréger,  L'  (A)  = y,  y 
L\C)  = fJiL{Cy 

Ainsi , pour  passer  du  système  de  logarithmes  dont  la  base 
est  A,  k celui  dont  b base  est  A' , il  suffit  de  multiplier 
les  logarithmes  pris  dans  le  premier  système  par  un  cer- 
tain coefficient  y,  égal  au  logarithme  de  A pris  dans  le 
second  système. 

Les  logarithmes  dont  nous  venons  de  parler  sont  ceux 
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qu’on  nomme  logarithmes  réels , parce  qu’ils  se  réduisent 
toujours  à des  quantités  positives  ou  négatives.  Mais  ; 
outre  ces  quantités,  il  existe  des  expressions  imaginaire» 
qui  ont  également  reçu,  à cause  de  leurs  propriétés,  le  nom 
de  logarithmes.  Nous  renvoyons  sur  ce  sujet  au  chapitre 
IX,  dans  lequel  nous  avons  exposé  la  théorie  des  loga- 
rithmes imaginaires. 

FORMATION  DES  LIGNES  TRIGONOM ETRIQUES 
ET  DES  ARCS  DE  CERCLE. 

Nous  avons  remarqué  dans  les  préliminaires  qu’une 
longueur  comptée  sur  une  ligne  droite  ou  courbe  peut 
être  représentée  tantôt  par  un  nombre  , tantôt  par  une 
quantité , suivant  qu’on  a simplement  égard  à la  mesure 
de  cette.  longueur , ou  qu’on  la  considère  comme  devant 
être  portée  sur  la  ligne  donnée  dans  un  sens  ou  dans  un 
autre , à partir  d’un  point  fixe  que  l’on  nomme  origine , 
pour  servir  soit  à l’augmentation , soit  à la  diminution 
d’une  autre  langueur  constante  aboutissant  à ce  point. 
Nous  avons  ajouté  que  dans  un  cercle , dont  le  plan  est 
supposé  vertical , on  fixe  ordinairement  l’origine  des  arcs 
à l'extrémité  du  rayon  tiré  horizontalement  de  gauche  à 
droite,  et  qu’à  partir  de  cette  origine  les  arcs  se  comp- 
tent positivement  ou  négativement  suivant  que , pour  les 
décrire,  on  commence  par  s’élever  au-dessus  d’elle  ou  par 
s’abaisser  au-dessous.  Enfin , nous  avons  indiqué  les  ori- 
gines de  plusieurs  lignes  trigonométriques  qui  correspon- 
dent à ces  mêmes  arcs  dans  le  cas  où  le  rayon  du  cercle 
se  réduit  à l’unité.  Nous  allons  revenir  un  instant  sur  cet 
objet,  et  compléter  les  notions  qui  s’y  rapportent. 

D’abord  on  établira  facilement,  à l’égard  des  longueurs 
comptées  sur  une  même  ligne  droite  oti  courbe  à partir 
d’une  origine  donnée,  les  propositions  suivantes. 
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6. c  Théorème.  Soient . a , b , c des  quantités 

quelconques  positives  ou  négatives.  Pour  obtenir  sur 
une  ligne  droite  ou  courbe  V extrémité  de  la  longueur 

fl  -4-  6 -t~  r -4- ' 

comptée  à partir  d'une  origine  donnée  dans  le  sens 
déterminé  par  le  signe  de  fa  quantité 

« -+-  4 -t~  c -t- 

il  suffira  de  porter  sur  cette  ligne,  i.°  la  longueur  a 
à partir  de  l'origine , dans  le  sens  déterminé  par  le 
signe  de  a , 2°  la  longueur  b à partir  de  l' extrémité  de 
a,  dans  le  sens  déterminé  par  le  signe  de  b , j.°  la  lon- 
gueur c à partir  de  l’ extrémité  de  b , dans  le  sens  dé- 
terminé par  le  signe  de  c , et  ainsi  de  suite. 

7. c  Théorème.  Soient  a et  b deux  quantités  quel- 
conques. Supposons  de  plus  que  l’on  porte  sur  une 
ligne  droite  ou  courbe  ' et  à partir  d’une  origine  don- 
née , j.’  une  longueur  égale  à la  valeur  numérique  de 
te,  dans  le  sens  déterminé  par  le  signe  de  a , 2°  une 
longueur  égale  à la  valeur  numérique  de  b , dans  le 
sens  déterminé  par  le  signe  de  b.  Pour  passer  de 
r extrémité  de  la  première  longueur  à celle  de  la  se- 
conde , ou  réciproquement , en  suivant  la  ligne  que 
l’on  considère , il  suffira  de  parcourir  une  troisième 
longueur  égale  à la  valeur  numérique  de  la  différence 
a — b. 

8/  Théorème.  Les  mêmes  choses  étant  posées  que 
dans  le  théorème  précédent , V extrémité  de  la  longueur 

représentée  par  ..  \ « - <<  ■■’' 

a -+-  b ' j » J i 

sera  sur  la  ligne  donnée  un  point  situé  à distances 
égales  des  extrémités  des  longueurs  a et  b [ les  dis- 
tances étant  comptées  sur  la  ligne  elle-même  ]. 
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Appliquons  maintenant  ces  théorèmes  aux  arcs  mesurés 
sur  la  circonférence  d’un  cercle  dont  le  plan  est  vertical  », 
et  dont  le  rayon  équivaut  à l’unité  , l’origine  dès  arcs 
étant  fixée  à l’extrémité  du  rayon  tiré  horizontalement  de 
gauche  à droite.  Si  l’on  désigne  par  7 r,  suivant  l’usage,  le 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  le  diamètre  étant 
égal  à 2 , la  circonférence,  entière  se  trouvera  exprimée 
par  le  nombre  2tt  , fâ  moitié  de  la  circonférence  par  le 
nombre  w,  et  le  quart  par  Si,  de  plus,  on  désigne 
par  a un  arc  quelconque  positif  on  négatif,  on  conclîira 
du  6.‘  théorème  que  , pour  obtenir  l’extrémité  de  l’arc 

a H-  zmrr  ou  a — imi r 

[ m étant  un  nombre  entier] , il  ^faut  porter  sur  là  circon- 
férence , à partir  de  l’extrémité  de  Tare  a,  soit  dans  le 
sens  des  arcs  positifs  , soit  dans  le  sens  des  arcs  néga- 
tifs, une  longueur, égale  à zrtvn , c’est-à-dire,  parcourir  m 
fois  la  circonférence  entière  dans  un  sens  ou  dans  l’autre  ; 
ce  qui  ramènera  nécessairement  au  point  d’où  l’on  était 
parti.  Il  en  résulte  que  les  extrémités  des  arcs 

a et  a ± 2 m n 

coïncident. 

On  conclura  également  du  6.*  ou  du  7.*  théorème  , 
t .*  que  les  extrémités  des  arcs 

• - , « ■ ‘ '■  > 

a et  a ztz  v 

• * * 1 . ■ $ 

comprennent  entre  elles  un  arc  égal  à ir , et  se  confondent 
par  conséquent  avec  les  extrémités  d’un  même  diamètre  ; 
2,*  que  les  extrémités  des  arcs 

• ' «_  w 

a et  a ± - — 

. . . 2 •*•'>*-  i-p 

éomprennent  entre  elles  un  quart  de  circonférence,  en 
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Kl 


sorte  qu  elles  coïncident  avec  les  extrémités  de  deux  rayons 
perpendiculaires  l'un  à l’autre. 

Enfin  on  conclura  du  8 .*  théorème , i.*  que  les  extré- 
mités des  arcs 


n et  7r  — a 

sont  situées  k égales  distances  de  l’extrémité  de  l’arc 


et  par  conséquent  placées  symétriquement  de  part  et 
d’autre  du  diamètre  vertical;  2.®  que  les  extrémités  des 
arcs 

V 

a et a 

i * 

sont  situées  à égales  distances  de  l’extrémité  de  l’arc  — . 

Les  arcs  v — a et  — a , dont  il  est  ici  question,  sont 

respectivepient  appelés  le  supplément  et  le  complément 
de  l’arc  a.  En  d’autres  termes , deux  arcs  représentés  par 
deux  quantités  a et  b sont  supplémens  ou  complément 
i’un  de  l’autre  suivant  que  l’on  a 

a -+-  b = n ou  a h = — . 


Puisque  les  angles  au  centre  qui  ont  pour  côté  com- 
mun le  rayon  mené  par  l’origine  des  arcs  croissent  ou 
diminuent  proportionnellement  aux  arcs  qui  leur  servent 
de  mesure , et  que  ces  .angles  eux  - mêmes  peuvent  être 
considérés  comme  les  accroissemens  ou  diminutions  de 
l’un  d’eux  pris  à volonté , rien  rie  s’oppose  à ce  qu’ils 
soient  désignés  par  les  mêmes  quantités  que  les  arcs.  C’est . 
une  convention  que  l’on  a effectivement  adoptée.  On  dit 
aussi  que  deux  angles  sont  complémens  ou  supplément 
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l’un  de  l’autre , lorsque  les  arcs  correspondans  sont  eux- 
mémes  complémens  ou  supplémens  l’un  de  l’autre. 

Passons  maintenant  à l’examen  tles  lignes  trigonomé- 
triques;  et  dans  ce  dessein,,  considérons  un  seul  arc  re- 
présenté par  la  quanlité  a.  Si  on  le  projette  successive- 
ment, i.°  sur  le  diamètre  vertical,  z.°  sur  le  diamètre 
horizontal,  les  deux  projections  seront  ce  qu’on  appelle 
le  sinus  et  le  sinus  verse  de  l’arc  a.  On  peut  observer 
que  la  première  est  en  même  temps  la  projection , sur  le 
diamètre  vertical,  du  rayon  qui  passe  par  l’extrémité  de 
l’arc.  Si  on  prolonge  ce  même  rayon  jusqu  a la  rencontre 
de  la  tangente  au  cercle  mené  par  l’origine  des  arcs  , la 
partie  de  cette  tangente  interceptée  entre  l’origine  et  le 
point  de  rencontre  sera  ce  qu'on  appelle  la  tangente  tri- 
gonométrique  de  l’arc  a.  Enfin  la  longueur  comptée  sur 
le  rayon  prolongé  entre  le  centre  et  le  point  de  rencontre 
sera  la  sécante  de  ce  même  arc. 

Les  cosinus  et  cosinus  verse  d’un  arc,  sa  co tangente 
et  sa  eosécanle  ne  sont  autre,  chose  que  les  sinus  et 
sinus  verse , la  tangente  et  la  sécante  de  son  complément , 
et  constituent,  avec  le  sinus,  le  sinus  verse,  la  tangente, 
et  la  sécante  de  ce  même  aie , le  système  complet  de  ses 
lignes  tr^go  nome  triques. 

D’après  ce  qui  a été  dit  ci-dessus  f le  sinus  d’un  arc  se 
compte  sur  le  diamètre  vertical,  le  sinus  verse  sur  le  dia- 
mètre horizontal,  la  tangente  sur  la  ligne  qui  touche  le 
cercle  à l’origine  des  arcs , et  la  sécante  sur  le  diamètre 
mobile  qui  passe  par  l’extrémité  de  l’arc  donné.  De  plus , 
les  sinus  et  sécantes  ont  pour  origine  commune  le  centre 
du  cercle , tandis  que  l’origine  des  tangentes  et  des  sinus 
verses  se  confond  avec  cèlle  des  arcs.  Enfin,  on  est  géné- 
ralement convenu  de  représenter  par  des  quantités  posi- 
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tives  les  lignps  trigonométriques  île  l’are  a , dans  le  cas  où 
cet  arc  est  positif  et  moindre  qu’un  quart  de  circonférence; 
d’où  il  suit  que  l’on  doit  compter  positivement  le  sinus 
et  la  tangente  de  Las  en  haut,  le  sinus  verse  de  droite  à 
gauche , et  la  sccante  dans  le  sens  du  rayon  mené  à l’ex- 
trémité de  l’arc  a.  • . 

En  partant  des  principes  que  nous  venons  d’adojiter, 
on  reconnaîtra  immédiatement  que  le  sinus  verse,  et  par 
suite  le  cosinus  verse  sont  toujours  positifs;  et,  de  plus, 
on  déterminera  sans  peine  les  signes  qui  doivent  affecter 
les  autres  lignes  trigonométriques  d’un  arc  dont  l’extré* 
tnité  est  donnée.  Pour  rendre  cette  détermination  plus 
facile , on  conçoit  le  cercle  djvisé  en  quatre  parties  égales 
par  deux  diamètres  perpendiculaires  entre  eux , l’un  hori- 
zontal, l’autre  vertical  ; et  ces  quatre  parties  sont  respeo. 
tivement  désignées  Sous  les  noms  de  premier , second , 
troisième  et'  quatrième  quart  de  cercle.  Les  deux  pre- 
miers quarts  de  cercle  sont  situés  au-dessus  du  diamètre 
horizontal,  savoir,  le  premier  à droite,  et  le  second  à 
gauche.  Les  deux  derniers  sont  situés  au-dessous  du  même 
diamètre,  savoir,  le  troisième  à gauche,, et  le  quatrième  à 
droite.  Cela  posé;  comme  les  extrémités  de  deux  arcs, 
complémens  l’un  de  l’autre , sont  également  distantes  de 
l’extrémité  de  l’arc  -4-  , on  en  conclura  qu  elles  sont  pla- 
cées symétriquement  de  part  et  d’autre  du  diamètre  qui 
divise  en  deux  parties  égales  le  premier  et  le  troisième 
quart  de  cercle.  Si  l’on  cherche  ensuite  quels  signes  doi- 
vent être  attribués  aux  diverses  lignes  trigonométriques 
d’un. arc  autres  que  le  sinus  ^rse  et  le  cosinus  verse, 
suivant  que  l’extrémité  de  cet  arc  tombe  dans  un  quart 
de  cercle  ou  dans  un  autre,  on  trouvera  que  ces  signes 
sont  respectivemeht 
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dans  le  i,* ' quart  de  cr rclc , dans  Je  a * , dans  le  j/  , dans  le  ^.e 

pour  le  sinus 
et  la  cose'cante  . . 

pour  ie  cosinus 
et  ia  se'cante . ...  . 

pour  ia  tangente 
et  la  cotangente  4 j 


On  peut  remarquer  à ce  sujet  que  le  signe  de  la  tangente 
est  toujours  le  produit  du  signe  du  sinus  par  le  signe  du 
cosinus. 

Les  considérations  précédentes  conduisent  encore  à 
reconnaître  que  le  cosinus  d’un  are  se  confond  avec  la 
projection  du  rayon  qui  passe  par  ^extrémité  de  cet  arc 
sur  le  diamètre  horizontal,  et  que  sur  ce  meme  diamètre, 
il  doit  être  compté  positivement  de  gauche  à droite  , â 
paFtir  du  centre  pris  pour  origine  ; que  le  cosinus  verse 
peut  être  mesuré  sur  le  diamètre  vertical  entre  le  point 
le  plus  élevé  de  la  circonférence  pris  pour  origine  et  l’ex- 
trémité du  sinus  ; que  la  cotangente,  Comptée  positive- 
ment de  gauche  à droite  sur  la  tangente  horizontale  me- 
née au  cercle  par  l’origine  des  cosinus  verses , se  réduit 
à la  longueur  comprise  entre  cette  origine  et  le  prolon- 
gement du  diamètre  mobile  dont  une  moitié  est  le  rayon- 
mené  à l’extrémité  de  l’arc  ; enfin  que  la  cosécante , mesu- 
rée sur' ce  diamètre  mobile  , se  compte  positivement  dans 
le  sens  du  rayon  dont  il  s’agit , et  à partir  du  centre  pris 
pour  origine  jusqu’à  l’extrémité  de  la  cotangente. 

Nous  avons  suffisamment  développé  dans  les  prélimi- 
naires le  système  des  notations  à l’aide  desquelles  nous 
représentons  les  diverses  lignes  trigonométriques  et  les 
ares  qui  leur  correspondent.  Nous  ne  reviendrons  pas, 
sur  cét  objet , et  nous  nous  contenterons  d’observer  que 
les  lignes  trigonométriques  d’un  arc  sont  censées  appar- 
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tenir  én  même  temps  à l’angle  au  centre  qu’il  mesure , 
et  que  l’on  désigne  par  la  même  quantité.  Ainsi , par 
exemple , a , b , ....  représentant  des  quantités  quel- 
conques', on  peut  dire  également  que  les  notations 

* ain.  a , cos.  b , &c 

èxpriment  le  sinus  de  l’arc  ou  de  l’angle  a,  le  cosinus 
de  l’arc  ou  de  l’angle  b,  &c. .... 

Nous  terminerons  cette  note  en  rappelant  quelques 
propriétés  remarquables  des  lignes  trigonométriques. 

D’abord,  si  l’on  désigne  par  a une  quantité  quelconque, 
on  trouvera  que  le  sinus  et  le  cosinus  de  l’angle  a sont 
toujours  liés  entre  eux  par  l’équation 


(6)  gin.*  a -+-  oog.*  a = i ; 

et  que  les  autres  lignes  trigonométriques  peuvent  être  ex- 
primées au  moyen  de.ces  deux  premières , ainsi  qu’il  suit  : 


. ...  • sin.ff 

siv.  a =b  i — C09.  a , tang.  a = 1 — i séc.  a 


. . cos.  a 

cosiv.  a = i sin.  a , cot.  a =ss — — , cosec.«  = - 


Des  formules  (6)  et  (7)  on  déduira  facilement  plusieurs 
autres  équations , par  exemple , 


(«) 


cot.u: 


tang. 


séc.*a  = i-t-tang.'fl,  coscc.*a  = i-t- cnt.*a  , 


&c. 


Il  est  encore  aisé  de  voir  que , si  la  quantité  positive  R 
représente  la  longueur  d’une  droite  entre  deux  points,  et 
« l’angle  aigu  ou  obtus  que  forme  cette  droite  avec  un 
axe  fixe  , la  projection  de  la  longueur  donnée  sur  l'axe 
fixe  sera  mesurée  par  la  valeur  numérique  dû  produit 
R coi.  et  , 
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la  projection  de  la  même  longueur  sur  une  perpendi- 
eu  {aire  à l'axe  par  la  valeur  numérique  du  produit 

B.  tin.  ne. 

Enfin  on  reconnaîtra  sans  peine  que  si , en  partant  d'un 
point  pris  au  hasard  sur  la  circonférence  du  cercle  qui  a 
pour  rayon  l’unité,  on  parcourt  sur  cette  circonférence, 
dans  un  sens  ou  dans  un  autre,  une  longueur  égale  à la  va- 
leur numérique  d’une  quantité  quelconque  c,  le  plus  petit 
**rc  compris  entre  les  extrémités  de  cette  longueur  sera  in- 
férieur ou  supérieur  à -f , suivant  que  c sera  positif 
ou  négatif. 

Ces  principes  étant  admis , concevons  que  sur  la  cir- 
conférence dont  on  vient  de  parler  on  détermine,  ».•  les 
extrémités  (A)  et  (B)  des  arcs  représentés  par  deux  quan- 
tités quelconques  « et  4,  a.‘  l’extrémité  (AT)  d’un  tror- 
sième  are  représenté  par  Soit  en  outre  (M)  le 

milieu  de  la  corde  qui  joint  les  points -(al),  (B)  - et 
supposons  que  le  point  (AT)  se  projette  sur  le  diamètre 
horizontal  du  cercle  en  un  certain  point  (P).  Si  les  lon- 
gueurs mesurées  sur  ce  diamètre,  à partir  du  centre  pris 
pour  origine,  sont  comptées  positivement  de  gauche  à 
droite , ainsi  que  les  cosinus , la  distance  du  centre  au 
point  (P)  devra  être  représentée  [en  vertu  du  8.*  théo- 
rème] par  la  quantité 

cos.  a -+•  cos.  b 


De  plus,  comme  [en  vertu  du  même  théorème]  le  point 
{N)  est  situé  à égaies  distances  des  points  (A)  et  (B)  le 
diamètre  qui  passe  par  le  point  (N)  renfermera  le  milieu 

(M)  de  la  corde  AB;  et  la  distance  de  ce  milieu  (M) 
au  centre  du  cercle  sera  égale  [abstraction  faite  du  signe] 

au  cosinus  de  chacun  des  arcs  'NA , IvB,  ou  ce 
TOM.  1.  ’ 1 
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pevient  au  même , à 

coi  (t~t~ - ° ) = co*  (rr~ -b)= cot  (~r~ )• 

Pour  obtenir  la  projection  horizontale  de  cette  distance , 
il  suffira  de  la  multiplier  par  le  cosinus  de  l’angle  aigu 
compris  entre  le  rayon  tiré  horizontalement  de  gauche  à 
droite,  et  le  diamètre  qui  renferme  le  point  (Ar) , c’est-à- 
dire,  par  un  facteur  égal  (au  signe  près)  à co».  - ). 
En  d’autres  termes,  la  distance  du  centre  au  point  (P) 
aura  pour  mesure  la  valeur  numérique  du  produit  . .. 

C°S'  ( l / C0S'  \ I )' 


J'ajoute  que  ce  produit  sera  positif  ou  négatif,  suivant 
que  le  point  (Af)  sera  situé  à droite  ou  à gauche  du  dia- 
mètre vertical.  En  effet , co».  ( ) est  positif  ou  néga- 

tif, suivant  que  le  point  (N)  est  situé  par  rapport  à ce 
diamètre  du  côté  droit  ou  du  côté  gauche  ; et  co».  ( -■— ) 
est  positif  ou  négatif,  par  suite  le  produit 


cos. 


est  de  même  signe  que  co» 


‘ , ou  de  signe  contraire, 


suivant  que,  chacun  des  arcs  NA  , NB  étant  inférieur 
ou  supérieur  à , le  point  ( M)  se  trouve  situé  du 
même  côté  que  le  point  (iV)  ou  du  côté  opposé.  Comme 
d’ailleurs  la  verticale  qui  passe  par  le  point  ( M ) renferme 
aussi  le  point'  ( P ) , il  suit  de  la  remarque  précédente  que 
ïa  distance  du  centre  au  point  (P).,  dans  le  cas  même  où 
Ton  a égard  aux  signes,  peut  être  représentée  par  le  produit 

( a — b \ ' ( a + A ^ 

cos.  . 


Ce  produit  et  la  quantité  — ■ -y-— - ont  donc  le  même 
signe,  avec  la  même  valeur  numérique  ; et  l’on  a par  con- 

' J ' 


Digitized  by  Google 


NO«TÉ  Ï.M  435 

séquent,  pour  toutes  ies  valeurs  possibles  des  quantités  a 
et  b , . 

/ \ L / «—  A \ ( »■+•*  \ 

(pj  cos.  a -H  cos.  A = 2 cos.  1 — 1.  cos.  ( J. 

Si  dans  1 équation  (9)  ©n  remplace  b par  * -4-  b , on  en 
tirera  v ’ . 

(i  o)  cos.  a — cos.  b = a sia.  *in. 

De  plus , si  dans  les  équations  (9)  et  (10)  on  substitue 

aux  angles  a et  J leurs  complémens  a > b , 

on  obtiendra  les  suivantes 


o»; 


, / a — i \ , / a b \ 

stn.  a -+■  srn.  b — 1 cos.  J 1 . sin.  ( I ( 

, * f a — l \ / 4 + J \ 

sin.  « — sin.  b =»  a »m.  f 1 . oos.  ( .1, 


Les  formules  (9),  (10)  et  (1  1)  une  fois  établies,  on  en 
déduira  facilement  un  grand  nombre  d’autres.  On  trou- 
vera , par  exemple , 


(«*) 


^ sin.  a — sin . 4 

i 


sin.  a -t-*sin . b 
cos.  b — cos.  a 


■ tepe-  i (*■  — *) 

tang.  t («  -♦-  ï)  * 
rang,  ^(o  — i).ung.  i(o4-S)  i 


( cos.  ( a 

03) 


co*.  b -+-  cos.  a 

b)  -H  cos.  (a  -t*  b)  = *cas.  a co*.  A , 

cos.  (a  — b)  — o*s.  (a  -+-  A)  = a *in.  a sin.  A ; 

j sift.  (a  A)  -t-  sin.  (a  — A)  îss  i gin.  a cos.  A , 

' sin.  (a  -J-  A)  — sin.  (a  — A)  = i sin.  A cos.  a; 

s.fa  ± A)  = cos.  a cos.  A “ sin.  a sib.  A , 


Os) 


sin.  ( a db  A ) = lin.  a cos.  A db  sin.  A cos.  a ; 


(«  6)  tang.  (a  db  A)  = ; 

1 i qp  tang.  a tang.  A ’ 


{'7) 


cos.  ia=z  cos.1  a — sin.1  a = 2 cos.1  a — t = i — 2 si*.1*  , 


sin.  2 a =*  2 sin.  a cos.  a. 


Ee 
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. Soient  maintenant  a,  b,  c trois  angles  quelconques. 
On  tirera  de  la  première  des  formules  (i  }) 

» o \ ) cof.(a-t-4-t-c)-t-  ros/A-f-c — fl)-+-coe.(c-fo— 4)-ecos.(a-+-A — r) 

. , 

( ==  4 cos<  a co».  b co».  c. 

Si  dans  la  formule  précédente,  au  lieu  de  a , b,  c,  on 
écrit  ja,  ~b , •je,  puis,  que  l’on  suppose 

( t 9)  a -4-  6 -4-  c = 7T  , • 

on  trouvera 

(■  v abc 

20)  «in.  a 4-  fin.  b ■+•  lia.  c = 4 COi  " .cos.  " .cos.  - . 

* 2 2 k 2 

Dans  la  même  hypothèse,  la  formule  ( 1 6)  donnera 

» 

(ai)  tang.  a ■+■  tang.  A -4-  tan  g.  c as  tan  g.  a . tang.  4 . tang.c. 

L’équation  (20)  devant  subsister,  ainsi  que  l'équation 
(19),  lorsque  l’on  y remplace  deux  des  angles  a,  b , c 
par  leurs  supplémens,  et  qu’on  change  le  signe  du  troi- 
sième , on  eh  conclura 

• * 

. a . b e 

$m.  b sm.  c — ain.  « = i cos.  - . sm.  - . sia.  - 

a î a ’ 

fiai/  fin.  e fin.  a — *io.  4 — 4 fin.  - .cos.  — . sin.  - 
1 '\  i «a  a 

sin.  a -+-  sin.  4 ■ 


o 4 c 

• sin.  c = 4 sin.  - : sin.  - .cos.  — . 

12  2 


De  ces  dernières  formules  combinées  entre  elles  et  avec 
l'équation  (20)  on  déduit  les  suivantes 


(*3)< 


B 1 (sm.a-+-sin.A-4-sin.c)  (sin.A-4-6in.c — sin. a) 

COS.  —O. — — : t — : 1 

1 4 sm.  4. fin.  c 

. , , (sin.c-t-sin.a — fin. 4)  (sin.a-t-  sin.£ — sin.c) 

Sin.  — a — . — -H» - 

1 4 fin.  4.SIO.  c. 


Enfin , si  l’on  imagine  que  a , b,  c désignent  les  trois 
angles  d’un  triangle , et  qiTe  les  côtés  opposés  soient  res- 
pectivement A,  B,  C ; six  produits  égaux  deux  à deux, 
..  .voir  , 
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B sin.  e = C sin.  A Csia.  a — A sin.c  , 
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A sia.  b es  B sin.  * » *" 


représenteront  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets 
sur  les  trois  côtés.  On  aura  par  suite 


(*4) 


sin  a sin.  b SID.  C 


et  les  équations  (23)  deviendront 


l 


( cos.*  { 

(*5  ) 

( sin.r^ 


a 

a 


(A  -i-  B C)  (B-t-C  — A) 

4 B C ' 

(C-+-A  — B)  (A  -h  B — C) 

4 B C 


De  plus,  en  ayant  égard  aux  formules  (19)  et  (2 4)  » 
on  tirera  de  la  première  des  équations  { 1 2)  . . t 


(26)  tang.  — b)  — -ÂA  B-  cot.  - c. 

$ 

Informulés  (19),  (24)»  (2î)  et  (2<5)  suffisent  pour 
déterminer  trois  des  six  élémens  d’un  triangle  rectiligne , 
lorsque  les  trois  autres  élémens  sont  connus , et  que  cette 
détermination  est  possible.  On  peut  remarquer  en  outre 
que  les  valeurs  de  cos.  a et  de  sin.  a déduites  des  équa- 
tions (2  j ) , à l’aide  des  formules  (17),  sont  respectivement 


Bx  -+-C*  — A 1 
iBC  * 

\/(A+B+C\(B+C--A)  (C+A-B)  [A+B^C)_ 

1 B C 

La  première  de  ces  valeurs  peut  se  firer  directement 
d’un  théorème  connu  de  géométrie.  Quant  a la  seconde, 
elle  fournit  le  moyen  d’exprimer  la  surface  du  triangle  en 
fonction  des  trois  côtés.  En  effet , cette  surface , équiva- 
lente au  produit  de  la  base  C par  la  moitié  de  la  haute^n 
correspondante  B sia.  a,  sera 

(28)  j B C sin-  « — 

i ^(A-t-B-t-C)  (B  + C-~A)(C-¥A—  B){Aa-B—  C)  - 


(27) 


cos.  c = 


sin.  a — 
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NOTE  II. 

Sur  les  F ormules  qui  résultent  de  l’emploi  du  signe  > 
ou  < , et  sur  les  Moyennes  entre  plusieurs  quantités. 

— _ — 

Soient'  « et  A deux  quantités  inégales.  Les  deux  for- 
mules 

i \ 

a > b , b < a 

serviront  également  à exprimer  que  la  première  quantité 
a surpasse  la  seconde  b,  c’est-à-dire,  que  la  différence 

a — b 

est  positive.  En  partant  de  ce  principe , on  établira  faci- 
lement les  propositions  que  je  vais  énoncer. 

I.*r  Théorème.  Si  a,  a',  an,  b,  è',  F 

repi'ésentent  des  quantités  assujetties  aux  conditions 

a > b , 
a’  > b \ 

«">  b", 

&c. ...  t 

ou  aura  aussi  - 

*+•  + •'  ...  > à+i'  + i”  ... 
Démonstration.  En  effet,  lorsque  les  quantités 
1 «_*.  d — b’t  &c. . . . . . 

i 

sont  positives,  on  peut  assurer  que  leur  somme 

...  i — ( 4 ■+•  é'  6" 

l’est  pareillement.  > 


Digitized  by  Google 


439 


NOTE  II. 

2.*  Théorème.  Si  a,  a' , a",  . . .b,  b! , b" 
représentent  des  nombres  assujettis  aux  conditions 

A > B, 

A > B1, 

A"  > B", 


on  aura  aussi 

AA'  A"  ...  > B B B"  ... 
Démonstration.  En  effet,  chacune  des  différences 
A — B,  A'  — B,  A"  — B"  ... 

étant  positive  par  hypothèse , chacun  des  produits 
( A-B ) A'  A"  ...  = A A'  A'  ...  —B  A A"  ...  , 
B{A'-B')A"  ...=BA'AU...—BB'A"..., 
BB\A'-B")  ...=BB'A"...—BB'B.„, 

&c i 

sera  également  positif,  et  par  suite  il  en  sera  de  même 
de  leur  somme 

,AA A...  — Bff  B"  ' 

3.*  Théorème.  Soient  a,  t,  *>  trois  quantités  quel- 
conques, et  supposons 

a > b: 

on  en  conclura,  si  r est  positif , 
r a > rb  , 
et,  si  r est  négatif , 

r a < rb. 
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Démonstration.  En  effet , le  produit 

r (a  — b ) = r a — rb 

sera  positif  dans  le  premier  cas,  et  négatif  dans  le  second. 

Corollaire.  Si , en  supposant  a et  b positifs , on 
prend  successivement  . .* 

r=  7»  r = T* 

% • 

on  en  conclura 

b a 

1 >T’  T > >• 

On  se  trouve  ainsi  ramené  à cette  proposition , évidente 
par  elle -même,  qu’une  fraction  est  inférieure  ou  supé- 
rieure à funité , suivant  que  le  plus  grand  de  ses  deux 
termes  est  le  dénominateur  ou  le  numérateur. 

4.*  Théorème.  Soient  a et  À deux  nombres  qui 
satisfassent  à la  condition 

A > A' , 

et  * une  quantité  quelconque.  On  aura,  si  6 est  positif, 

A » > A", 

* t ' ■ * 

et,  si  S est  négatif,  . 

A » < AK 

Démonstration.  En  effet,  le  quotient-^-  étant  >iv 
la  fraction 


sera  évidemment  supérieure  ou  inférieure  à l’unité,  sui- 
vant que  L.  quantité  b sera  positive  ou  négative. 
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5.'  Théorème.  Désignons  par  a un  nombre  quel- 
conque, et  soient  b,  b'  deux  quantités  assujettie!  à 
la  condition 

h > b' 

on  en  conclura,  si  A est  plus  grand  que  V unité , 
v Ab  > Ab‘ , 

et,  si  A est  inférieur  à l’unité , 

Ab  < A1'. 


Démonstration.  En  effet,  la  quantité  b— b1  étant 
positive , par  hypothèse , la  fraction 


A * 
A *' 


A*"*' 


sera  évidemment  supérieure  ou  inférieure  à l’unité,  sui- 
vant que  l’on  aura  A > \ ou  A < i . 

6.e  THÉORÈME.  Soit  L la  caractéristique  des  loga- 
rithmes pris  dans  le  système  dont  la  base  est  A , et 
désignons  par  B , B ' deux  nombres  assujettis  à la 
condition 

B > JB'. 

On  aura,  si  A est  plus  grand  que  l’unité t 

L(B)  > L(B'), 

et,  si  A est  inférieur  à V unité , 4 

L(B)  < L {B').  ' 

_ Démonstration.  En  effet,  le  logarithme 

L (-£-)  = L (S) -/.(«') 

sera  positif  dans  le  premier  cas , et  négatif  dans  le  second. 

’ COROLLAIRE.  Si  l’on  se  sert  de  la  lettre  / pour  indi- 
quer les  logarithmes  népériens  pris  dans  le  système  dont 
la  hase  est 
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(l)  V e = 2,7182818...  . 

[chap.  Vf,  §.  j.*r,  équation  (j)]  , la  condition 
fi  > fi' 

entraînera  toujours  la  formule 

/(fi)  > 1{B‘).  ' ' 

Aux  théorèmes  qui  précèdent  nous  ajouterons  le  sui- 
vant, duquel  on  peut  déduire  plusieurs  conséquences  im- 
portantes. 

7.*  THÉORÈME.  Soit  x une  quantité  quelconque. 
On  aura 


(2)  ' 1 -+-  x < e*  , 

la  lettre  t désignant,  à l’ordinaire , la  base  des  loga- 
rithmes népériens. 

DÉMONSTRATION.  Le  second  membre  de  la  formule 
(2)  restant  toujours  positif,  le  théorème  énoncé  sera 
évident  par  lui-méme , si  la  quantité  i -h  x est  négative. 
II  suffira  donc  d’examiner  le  cas  où  l’on  suppose 

(3)  I H-X  > O. 


Or,  l'équation  (23)  du  chapitre  VI  [$•  4]  donne,  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  possibles  de  x , 


et,  comme  les  produits 

sont  positifs,  non  - seulement  lorsque  la  quantité  x est 


1 . 
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positive,  mais  aussi  lorsque,  étant  négative  j elle  a une 
valeur  numérique  inférieure  à l’unité , on  tirera  de  l’équa- 
tion (4),  toutes  les  fois  que  la  condition  (j)  sera  remplie, 

e*  > i x. 

Corollaire  i.,t  Si,  dans  le  cas  où  t-+-x  est  positif, 
on  prend  les  logarithmes  népériens  des  deux  membres  de 
la  formule  (2) , on  obtiendra  la  suivante  -> 

(5)  /(i  -+-x)  < x ; 

' 1 

[voyez  le  corollaire  du  4**  théorème  }.  Cette  dernière  sub- 
siste donc  toutes  les  fois  que  son  premier  membre  est  réeL 
Corollaire  2'  Soient  x,  y,  3,  ...  plusieurs  quan- 
tités assujetties  aux  conditions 

(6)  i-t-x>o,  i-*-y>o,  1 -4-  3 > o , &c.... 

On  aura , en  vertu  de  la  formule  (2) , 

i-t-x<e*,  i-{-y  <er,  i-*-z<el,  &c...  ; 
et  l’on  en  conclura  [ 2/  théorème] 

(7)  (i-+-x)  (i-ny)  (1-+-3). . .<  • 

Cette  dernière  formule  subsiste  donc , toutes  les  fois  que 
son  premier  membre  ne  renferme  que  des  facteurs  positifs. 

Corollaire  3.'  Si  dans  le  corollaire  précédent  on 
suppose 

x — a* , y = a'  , z = a"*" , ..... 

«,  ...  désignant  des  quantités  positives , et  a,  a' , 

a"  . ...  d’autres  quantités  respectivement  supérieures  à 

1 1 1 

T » Y * “ HT 

t • » 

ia  formule  (7)  deviendra 
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(i-t-aa)  (l  -+-àV)  ( i a"  a."  ) . . . <e  **+“’*  +*  * ■ • • # 

Si  de  plus  ies  quantités  a , a , a",  ...  sont  toutes  infé- 
rieures à une  certaine  limite  A , on  aura  [ en  vertu  des 
i et  3.*  théorèmes  ] 

a et  -t-  a et  — f—  a"  cl'"  ...  < d (et  -4—  et  —4-  et 1 ...)  , 
et  par  suite  on  trouvera  définitivement 

fi 

(8)  (i+fl«)(i  -4-aV  )(  1 -+-  a"  a")  ...<eA 

La  formule  (8)  peut  être  employée  avec  avantage  dans  l’in- 
tégration par  approximation  des  équations  différentielles. 

Passons  maintenant  aux  théorèmes  sur  les  moyennes. 
Ainsi  qu’on  l’a  déjà  dit  [préliminaires,  pag.  1 4- ] » on  aP* 
pelle  moyenne  entre  plusieurs  quantités  données  une 
nouvelle  quantité  comprise  entre  la  plus  petite  et  la  plus 
grande  de  celles’  que  l’on  considère.  D’après  cette  défini- 
tion, la  quantité  h sera  moyenne  entre  les  deux  quan- 
tités g,  k,  ou  entre  plusieurs  quantités  parmi  lesquelles 
ï’une  des  deux  qu’on  vient  de  citer  serait  la  plus  grande 
et  l’autre  la  plus  petite , si  les  deux  différences 

g — h , h — k 

sont  de  même  signe.  Cela  posé , si , pour  désigner  une 
moyenne  entre  les  quantités  a , a1,  a"  ...  on  emploie , 
comme  dans  les  préliminaires,  la  notation 
M (a,  a!,  a"  ), 

on  établira  sans  peine  les  propositions  suivantes. 

8/  Théorème.  Soient  a,  a,  «" h plusieurs 

quantités  assujetties  à la  condition 
(9)  A =:  M (a,  a",  a"  . . . ) , 

et  r une  autre  quantité  entièrement  arbitraire.  On 
aura  toujours  - • 
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(10)  rhz=:M(ra,  ra!,  fa"  ..  .). 

Démonstration.  En  effet,  désignons  par  g la  plus 
grande , et  par  k ia  plus  petite  des  quantités  a,  à , a" ... 
Les  deux  différence^ 

g — k , 4 — k 

seront  positives  ; et  par  suite  les  produits 

r(g  — k),  r{h  — k), 

ou , en  d’autres  termes , les  deux  différences 

rg  — rh  , r h — rk, 

seront  de  même  signe.  On  aura  donc 

rh  — M (rg , rk), 

et , à plus  forte  raison  , 

rh  = M(ra,  ra! , ra"...), 

attendu  que  rg,  rk  sont  nécessairement  deux  des  pro- 
duits 

r a , ra!  , ra",  &c. ... 

9.'  Théorème.  Soient  a,  a',  a"  ...  H plusieurs 
nombres  qui  satisfassent  à la  condition 

(11)  H — M{  A,  A',  A"  ...),; 
et  b une  quantité  quelconque.  On  aura 

(12)  H*  ==  M(Ab,  A'*,  A"h  ...). 

Démonstration.  En  effet;  soient  G et  H le  plu* 

grand  et  le  plus  petit  des  nombres  A , A',  A" 

Les  différences 

G — H,  H — K 
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étant  alors  positives,  on  conclura  du  4-*  théorème  que 
les  suivantes 

G*  _ Hh  — lC 
» 

sont  de  même  signe.  On  aura  donc 

Hb  — M (G1 , Kh), 

et  à plus  forte  raison 

Hb  — M(A\  A'*,  Aui  . ..)• 

Corollaire.  Si  l’on  fait  en  particulier  b = ~,  on 
trouvera 

Vh—M[  1/3»  V^  > Va* 

10.'  THÉORÈME.  Désignons  par  A un  nombre  quel- 
conque , et  soient  b,  b' , b"  . . . h plusieurs  quantités 
assujetties  à la  condition 

(13)  h — M(b,  b',  b“ 

On  aura 

(.4).  A*=M(A*,  A1',  A*"  ...  ). 

Démonstration . Désignons  par  g la  plus  grande , 
et  par  k la  plus  petite  des  quantités  b,  b',  b1'  ....  Les 
deux  différences 

g — h ,■  h — k . 

étant  alors  positives,  on  conclura  du  théorème  que 
les  suivantes 

A‘  — Ah,  Ah‘—Ak 
sont  de  même  signe.  On  aura  donc 

A^  — M^A1,  Ab',  Ab".  . .). 
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11.*  ThÉORÈME.  Soit  L la  caractéristique  des  loga- 
rithmes dans  le  système  dont  la  base  est  A,  et  dési- 
gnons par  B,  B',  b"  .....  H plusieurs  nombres  assu- 
jettis à la  condition 

(<j)  H==M(B,  B,  B"  ...  ). 

On  aura , quel  que  soit  A , 

(.6)  L(ff)  = M[L(B),  L(B'),  L(B")  . . .]. 

DÉMONS  TRA  TION.  En  effet , supposons  que  l'on 
représente  par  G le  plus  grand , et  par  K le  plus  petit  . 
des  nombres  B,  B1,  B"  ..  . Alors,  les  deux  fractions 

/ 

G H 
H ’ K 

• • , ' .r*v 

étant  supérieures  à l’unité , les  logarithmes 

' ■*  •••.  , 

ou,  en  d’autres  termes,  les  différences 

L (G)  — L (//) , L [H)  — L (K) 

seront  de  meme  signe.  On  aura  donc 

L(H)  = M[L(G),  L{K)]  * •’ 

= M[L(B),  L (B1) , L (B“)  . . .].  • 

12/  ThÉORÈME.  Soient  b,  b' , b" ...  plusieurs  quan- 
tités de  même  signe,  en  nombre  n,  et  a,  a , a 
des  quantités  quelconques  en  nombre  égal  à celui  des 
premières.  On  aura 


('7  J 


a-4-a  . . 

b-hb'-hb"... 


Démonstration . Soit  g la  plus  grande  et  k 


la 
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plus  petite  des  quantités 

a a a 

y » y * y # ^C*  • 

Les  différences 

a a L 

S— T et  T — *' 

a a'  , 

# s7*  ■ et  T" 

fl"  fl'f  f 

f — Tr  et  ir  — k’ 

\ 

&c 


seront  toutes  positives.  En  multipliant  les  deux  premières 
par  b,  les  deux  suivantes  par  b' , &c. . . , on  obtiendra 
les  produits 


gb  —a 

et 

a 

— kb, 

g b'  — a 

et 

a' 

— kb', 

g b"-  a" 

et 

a" 

— kb", 

& c 

qui  seront  tous  de  même  signe , aussi  bien  que  les  quan- 
tités b , b',  b"  . . . Par  suite,  les  sommes  de  ces  deux 
espèces  de  produits  , savoir , 

g (b-hb' -hb" ...)  — (a-Ha'-H»"...)  , a-j-a'-i-o"...  — /(  A-t-é'-t-S".,.)  , 

et  les  quotiens  de  ces  sommes  par  b b'  -+-  b" 

savoir  , 

<M-fl'-4-a".  . . 

S b- t-S'-t-é"...  ’ 

seront  encore  des  quantités 
conclura  - 


A+A'-hA"...  k » 
de  même  signe  ; d’où  Ton 
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tt-4-c  -t-fl  . . . 

b-t-b -\-bl ' . , . 


= M {g,  k)  = M 
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[ voyez  clans  les  préliminaires  le  i .*'  théorème  et  la  for- 
mule (6)  ].  » 

Corollaire  /."  En  supposant  les  quantités  b,  b', 
b",  . , . réduites  à l’unité , on  trouve 


( i 8)  a+C  ' ' ' ==  M ( a,  a,  a"  ...  ). 

Le  premier  membre  de  la  formule  précédente  est  ce 
qu’on  appelle  la  moyenne  arithmétique  entre  les  quan- 
tités a,  a',  a" 

COROLLAIRE  2*  La  moyenne  entre  plusieurs  quan- 
tités égales  se  confondant  avec  chacune  d’elles  , si  les 

fractions  y , -jr  , -yr  . . . deviennent  égales , on  aura 


(»9) 


a-\’d -\-a  . , . • 
b — h-  b — b , . , , 


ce  qu’il  est  d’ailleurs  facile  de  prouver  directement. 

Corollaire  3/  Si  l’on  désigne  par  a,  a." 

de  nouvelles  quantités  qui  soient  toutes  de  même  signe , 
on  aura , en  vertu  de  l’équation  (17), 


(20) 


eLaA-a' a -i-tt" a'  . . . 


al  à 


Cette  dernière  formule  suffit  pour  établir  le  3.*  théorème 
des  préliminaires. 

13.*  Théorème.  Soient  a,  a',  a"  ...  b,  b',  b" ... 
deux  suites  de  nombres  pris  à volonté  : et  formons 
avec  ces  deux  suites,  que  nous  supposons  renfermer 

TOM.  1.  Ff 
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chacune  un  'nombre  n de  terme*,  les  racines 


B B'  B’ 

,\/a  , /J',  ^A7',  &c. ... 

On  ~ aura 

B+ff+ïï  . . — ' / g B’  B " 

(2 1 ) l A A' A"...  =zM  [y/Â , tÆ  y/ÂF... 

Démonstration.  Les  logarithmes  des  quantités 


B B B" 

V A . V A' , t/  A" 


indiqués  par  la  caractéristique  / sont  respectivement 

/MVï- /(/*)-*■  r(A")...  /(A)  l(A')  l(A") 

B h-  B B ' ’ B ’ B » B ’ ’ ’ 

et  l’équation  (17)  fournit  entre  ces  logarithmes  la  rela- 
tion suivante 


l(A)+t(A‘)+l(A")...  __  ri(A±  ££1  K£X  -) 

B + B'  + r L b ’ B'  ’ B" 

Si  maintenant  on  repasse  des  logarithmes  aux  nombres , 
ce  qui  est  permis  en  vertu  du  théorème  1 o , on  retrou- 
vera la  formule  (2 1 ). 

Corollaire  En  supposant  les  nombres  B,  B', 
B"  ...  réduits  à l’unité,  on  a simplement 

(22)  \/ A A'  A’’...  — M (A,  A',  A"  A). 

Le  premier  membre  de  la  formule  précédente  est  ce 
qu’on  appelle  la  moyenne  géométrique  entre  les  nombres 
A , A',  A" 

Corollaire  2.'  Si  toutes  les  racines 
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B'_  b”_ 

A } \/ A'  > \/ A"  t &c*  • • • 

deviennent  égales,  leur  moyenne  se  confondra  avec  cha- 
cune d’elles.  On  aura  donc  alors 

B+B'+B"  B B' _ B"__ 

(23)  \^^AA‘  A" ...  =/3=;/7  = /^ 

= &c. ...  ; 

ce  qu'il  serait  facile  de  prouver  directement. 

La  valeur  numérique  d’une  moyenne  entre  plusieurs 
quantités  données  n’est  pas  toujours  une  moyenne  entre 
leurs  valeurs  numériques.  Ainsi , par  exemple , quoique 
• — i soit  une  quantité  moyenne  entre  — 2 et  -t-  3 ; 
cependant  l’unité  n'est  pas  une  valeur  moyenne  entre  2 
et  3.  Parmi  les  diverses  manières  d’obtenir  une  moyenne 
entre  les  valeurs  numériques  de  n quantités 

â y CL  J CL  a • • • 

l’une  des  plus  simples  consiste  à former  d’abord  la 
moyenne  arithmétique  entre  les  carrés 

X 1 i nX  ç 

a , a , a y oie. . . . , 

et  à extraire  ensuite  la  racine  carrée  du  résultat.  En  opé- 
rant ainsi , on  trouvera  premièrement 


a 


• • * ) > 


puis,  en  ayant  égard  au  corollaire  du  9.*  théorème, 

(*4)  = m ( 

V n 


Or,  les  quantités  positives 


Ff* 
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/(«*),  -/(fl'1),  /(a"1), 

représentant  précisément  les  valeurs  numériques  des  quan- 
tités données 

a , a , a”  , 

il  suit  de  la  formule  (a4)  qu’on  obtiendra  une  moyenne 
entre  ces  valeurs,  si  l’on  divise  par  f n l’expression  très- 
simple 

/(a1 -i -a'1  h- a"1  . . .). 

Cette  expression , qui  surpasse  la  plus  grande  des  valeurs 
numériques  dont  il  s’agit,  est  ce  qu’on  pourrait  appeler 
le  module  du  système  des  quantités  a , a,  a"  . . . Le 
module  du  système  de  deux  quantités  a et  b ne  serait 
alors  autre  chose  que  le  module  même  de  l’expression 
imaginaire  a -+-  b f-î  [voyez  le  chapitre  VII,  §.  2 ]. 
Quoi  qu’il  en  soit,  les  expressions  réelles  de  la  forme 

/(a1  a'*  a"»  . . . .) 

jouissent  de  propriétés  très-remarquables.  Dans  la  géomé- 
trie , elles  servent  à déterminer  les  longueurs  mesurées  en 
ligne  droite , et  les  aires  de  surfaces  planes , par  le  moyen 
de  leurs  projections  orthogonales.  En  algèbre , elles  four- 
nissent le  sujet  de  plusieurs  théorèmes  importans,  parmi 
lesquels  je  me  contenterai  d’énoncer  ceux  qui  suivent. 

14.*  Théorème.  Si  les  fractions 

a a'  a"  . 

b ’ ~br  ’ b"  • “CC'  * ' - 

sont  égales , la  valeur  numérique  de  chacune  d’elle s 
sera  exprimée  par  le  rapport 

t/(c*  -4-  a'1  ~t-  a"1  . . . . ) 
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en  aorte  qu’on  aura 


(2  5) 


yt(8‘+b“+h"\..)  > 


le  signe  -4-  ou  le  signe  — devant  être  adopté  suivant 
que  les  fractions  proposées  sont  positives  ou  négatives. 

Démonstration.  En  effet,  dans  f hypothèse  admise 
les  fractions 


a*  a"  a'" 

JT  1 ~ JT  » b„x  y &C 


seront  égales , et  l’on  aura  en  conséquence 

a1  a'1  a"‘  e_  . . . 

b~ T71" T7*" ’ ‘ b'+b'^b"*...  - 

En  extrayant  les  racines  carrées  on  retrouvera  la  formule 
(*$)• 

15.*  Théorème.  Soient  a,  à , a ...  des  quantités 
quelconques , en  nombre  n.  Si  ces  quantités  ne  sont 
pas  toutes  égales  entre  elles , la  valeur  numérique  de 
la  somme 

a —H  a — t—  a ' ... 
sera  inférieure  au  produit 

y/n.y(a*  ...); 

en  sorte  qu’on  aura 

(2 6)  val.num.(a-\-a!  -t-a"  n.-f (a1  ■+-al-\-a"1 ...). 

Démonstration.  En  effet,  si  au  carré  de  la  somme 
a H—  a — t—  a .... 

on  ajoute  les  carrés  des  différences  entre  les  quantités 
a,  a,  a"  . . . combinées  deux  à deux  de  toutes  les  ma- 
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nières  possibles  , savoir  , 

(a—a'Y,  (a  — a")1,  ...  (a1  — a")*,  &e. . . , 
on  trouvera 


( -K. •-+-(<»' — &c... 

( ' 7)  < 

et  l’on  en  conclura 

(a-t-a'-t-a"...}*  < n 

En  extrayant  les  racines  carrées  positives  des  deux 
membres  de  cette  dernière  formule,  on  obtiendra  préci- 
sément la  formule  (26). 

Corollaire.  Si  l’on  divise  par  n les  deux  membres 
de  la  formule  (26) , on  trouvera 


(28I  val.  Tttan. 


yV-t-a'M-a"*...) 

Vn 


Ainsi  la  valeur  numérique  de  la  moyenne  arithmétique 
entre  plusieurs  quantités  a , a , a"  ....  est  inférieure  au 
rapport 

/(a1  ■■■) 

\ V"  » 

qui  représente,  comme  on  l’a  remarqué  plus  haut , une 
moyenne  entre  les  valeurs  numériques  de  ces  mêmes 
quantités. 

SCHOLIE  1.”  Lorsque  les  quantités  a,  a!,  à' 

deviennent  égales,  on  a évidemment 

val.  num.  (a-ha'-i-a" . . .)  = . .)  = no. 

\ 

SCHOLIE  2.'  Si  dans  l’équation  {27)  on  pose  succes- 
sivement h = 2 , n =2=  3 , &c. . . . , on  en  conclura 
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(a  -+•  o')*  -+-  (o  — a')*  = i (a*  -+-<»'*), 

(29)  | (a+o'4-o")2+(a— «")*+(*'—* a")1  = 3 , 

&c. ..... 

16/  Théorème.  Soient  a,  d,  a"  ...,  et,  et',  et"  ... 
deux  suites  de  quantités , et  supposons  que  chacune 
de  ces  suites  renferme  un  nombre  n de  termes.  Si  les 
rapports 

a a'  a" 

et  ’ et'  ’ et"  ’ C 

ne  sont  pas  tous  égaux  entre  eux , la  somme 
a et  + a et  — f—  a"  et  ' . . . 
sera  inférieure  au  produit 

/(a1W1H-a"\..)./(«t-4-e t'*-*-et"\  . .)  ; 
en  sorte  qu'on  aura 

val.  num.  (a a.  a*  et'  a"  et"  . . . ) 

< y' (a1 a'1 -H  (et* -H  et'* 

J 

DÉMONSTRATION . En  effet,  si  au  carré  de  la  somme 


(3°) 


— . _ / / , _//  // 

fl  et  —f—  fl  et  -4—  fl  et  • • • 


on  ajoute  les  numérateurs  des  fractions  qui  renr-V”  / 
les  carrés  des  différences  entre  les  rappo  : 


a.  ’ et'  7 et'  ’ • 

combinés  entre  eux  de  toutes  les  manières  possibles, 
savoir , a 

(adb'—a'c L)x,  ...  («W'-a'W)*,  &c..., 

on  trouvera 
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| — «'«)*-+-  (n*"— . . 

| ..  = {a‘+a‘,+u"i...)(a.'+a.'i +<£"*.„)  ; 


et  i on  en  conclura 


{aa.-\-a'ct‘-\-u“cL" . . .)*  < (a*.+«  »-+-a"\  . .) 


En  extrayant  les  racines  carrées  des  deux  membres  de 
cette  dernière  formule  , on  obtiendra  précisément  ia  for- 
mule (30). 

Corollaire.  Si  ion  divise  par  n les  deux  membres 
de  la  formule  (30)  , on  trouvera 


val. 


num. 


a a.  -+-  a'  a.'  -t-  a"  a.”  . . . . 


(3*.; 


. .)  v/(ï‘  + ï"  + «"* 


1 n 


i/« 


Ainsi  la  moyenne  arithmétique  entre  les  produits 


a cL  , a <fJ  a"  et,"  , . . . , 


a une  valeur  numérique  inférieure  au  produit  de  deux 
rapports  qui  représentent  des  moyennes  entre  les  valeurs 
numériques  des  deux  espèces  de  quantités  comprises  dans 
les  deux  suites 

t H 

a , û ^ (1  • « • •, 

et,  et',  et"  ..... 


Scuolie  i .”  Lorsque  les  rapports 


- — &c 

, “te, . . . 


deviennent  égaux  , on  tire  de  la  formule  (31) 

\.(aüL-\-a*CL'-\-aH<t" . . .)*  — (a,-t-o'1r4-a">. . .)  . .}  . 

et  par  suite 
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val.  num.  [aa.  -k-  a'  a.'  -t-  a"  a."  . . .) 

==  /(a*  •+•  a'1  -+-  a"*  ...)./(  a.1  -f- *'2 -4-  cl"1...). 

Il  serait  facile  d’arriver  directement  au  même  résultat. 

SCHOLIE  2.'  Si  dans  la  formule  { 3 1 ) on  pose  succes- 
sivement n = 2,  n = 3 , &c. . . . , on  en  conclura 

(aoe-t-a'ct')*  -+-  (act'  — a'et)1  = (a* -t-a'1)  (a1 -f-at'1)  , 

« 

(aa-H*'Æ'-H*"a")>-+-(aa' — o'a)1+(aût" — a"tt)'-4-(a'ût"— 

= (a* -4-  a'1-»-  a"*) 

&(! 

La  première  des  équations  précédentes  s’accorde  avec 
l’équation  (8)  du  chap.  VII  [§.  i,cr].  La  seconde  peut 
s’écrire  ainsi  qu’il  suit  : 

(aa' — a'  a.)1  -4-  (a*''  — a"  a.)1  -4-  (a'*"  — a''*')* 

= (aM-a'M-a"1)  — (rfet-t-a'a'-4-a"a")*  j 

et  sous  cette  forme  elle  peut  être  employée  avec  avan- 
tage dans  la  théorie  des  rayons  de  courbure  des  courbes 
tracées  sur  des  surfaces  quelconques,  ainsi  que  dans  plu- 
sieurs questions  de  mécanique. 

Nous  terminerons  cette  note  par  la  démonstration  d’un 
théorème  digne  de  remarque  auquel  on  se  trouve  conduit 
en  comparant  la  moyenne  géométrique  entre  plusieurs 
nombres  avec  leur  moyenne  arithmétique.  Voici  en  quoi 
il  consiste. 

17.*  Théorème.  La  moyenne  géométrique  entre 
plusieurs  nombres  A , B , C,  D,  . . . est  toujours  infé~ 
rieure  à leur  moyenne  arithmétique . 

Démonstration.  Soit  « le  nombre  des  lettres 
A,  B,  C,  Dx  ...  Il  suffira  de  prouver  qu’on  a généra- 
lement 
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(35)  'y/ A B CD.:.  < A + B+C+.E. 


ou , ce  qui  revient  au  même , 

/ x\  a r>  r*  r\  f A -4-  B -4-  C -f-  D.  . . \* 

(36)  ABCD...  < ( ) • 


Or,  en  premier  lieu,  on  aura  évidemment,  pour  n = 2 , 


et  l’on  en  conclura,  en  prenant  successivement  n = 4 > 
» = 8 , &c. . . . enfin  n = i", 


ABCD  < (ü±!)‘  < (Z*±*±£t")*, 


ABCDEFGII  < 


&c. 


V- 


V 


V 


-)8> 


(37) 


ABCD 


Jl  -f-  ^ -4-  C*’  -t-D  -4-«  • .V 


T- 


En  second  lieu,  si  n n’est  pas  un  terme  de  la  progression 
géométrique 

2 , 4 , 8 , 1 6,  &c. . . , 

on  désignera  par  2m  un  terme  de  cette  progression  supé- 
rieur à n,  et  ion  fera 

rr A.  4-  B -f-  C -f-  D -4-  ...»  . 


puis,  en  revenant  à la  formule  (37),  et  supposant  dans 
le  premier  membre  de  cette  formule  les  2 m — n derniers 
facteurs  égaux  à K , on  trouvera 
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ABCD...K'm~n  < [ 

ou , en  d’autres  termes , 

ABCD  ...  K*n~n  < K1". 

On  aura  donc  par  suite 

ABCD  ...<Kn  = (A+B^+D-  J. 

ce  qu’il  fallait  démontrer. 

COROLLAIRE.  On  conclut  généralement  de  la  for- 
mule (36) 

(38)  i ^ + 6'  + D ...  > nl/ABCD..., 

quel  que  soit  le  nombre  des  lettres  A , B , C , D , .... 
Ainsi,  par  exemple, 

IA  B > zV ab , 

A C > 3 \/  a b c , 

kc 


A-\-B-\-C-\-D-\- . . .-4-(i  n)  K 
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Sur  la  Résolution  numérique  des  Equations. 


RÉSOUDRE  numériquement  une  ou  plusieurs  équa- 
tions, c’est  trouver  les  valeurs  en  nombres  des  inconnues 
quelles  renferment  ; ce  qui  exige  évidemment  que  les 
constantes  comprises  dans  les  équations  dont  il  s’agit 
soient  elles-mêmes  réduites  en  nombres.  Nous  nous  oc- 
cuperons seulement  ici  des  équations  qui  renferment  une 
inconnue,  et  nous  commencerons  par  établir  à leur  égard 
les  théorèmes  suivans. 

1.*'  Théorème.  Soit  f (x)  une  fonction  réelle 
de  la  variable  x , qui  demeure  continue  par  rapport 
à celte  variable  entre  les  limites  x — x.,  x = X.  Si  les 
deux  quantités  /(x„  ) , f{X)  sont  de  signes  contraires, 
on  pourra  satisfaire  à l’équation 

(0  f (x)  = ° 

par  une  ou  plusieurs  valeurs  réelles  de  x comprises 
entre  x0  et  X. 

Démonstration.  Soit  xt  la  plus  petite  des  deux 
quantités  x0,  X.  Faisons 

X — x,.  = h ; 

et  désignons  par  m un  nombre  entier  quelconque  supé- 
rieur à l’unité.  Comme  des  deux  quantités /(xJ,  f[X) , 
l’une  est  positive,  l’autre  négative,  si  l’on  forme  la  suite 

M,  /(*.+  -£•), 
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et  que  dans  cette  suite  on  compare  successivement  le 
premier  terme  avec  le  second  , le  second  avec  le  troi- 
sième, le  troisième  avec  le  quatrième,  &c... , on  finira 
nécessairement  par  trouver  une  ou  plusieurs  fois  deux 
termes  consécutifs  qui  seront  de  signes  contraires.  Soient 

/(*,)>  /(*'}, 


deux  termes  de  cette  espèce  , xt  étant  la  plus  petite 
des  deux  valeurs  correspondantes  de  x.  On  aura  évi- 
demment 


et 


x , < x,  < X'  < X, 

X'  — x,  = — = — (X—  x0). 

1 m m v ° ' 


Ayant  déterminé  x,  et  X1  comme  on  vient  de  le  dire, 
on  pourra  de  même , entre  ces  deux  nouvelles  valeurs 
de  x,  en  placer  deux  autres  x3,  X"  qui,  substituées 
dans  f (x) , donnent  des  résultats  de  signes  contraires , 
et  qui  soient  propres  à vérifier  les  conditions 

x,  < -xa  < X"  < X'  , 


X"-xt=^(X'-x,)  = -^  (X-x„). 

Eu  continuant  ainsi , on  obtiendra  , i .*  une  série  de 
valeurs  croissantes  de  x , savoir , 


(2)  x0,  X,,  x3,  &c..., 

2°  une  série  de  valeurs  décroissantes 


(3)  X,  X',  X ",  &c. . . , 

qui,  surpassant  les  premières  de  quantités  respectivement 
égales  aux  produits 
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I X {X—x.) , ~ X [X—x0) , ~ X (X— *.) , &c. , 

finiront  par  différer  de  ces  premières  valeurs  aussi  peu 
que  l’on  voudra.  On  doit  en  conclure  que  les  termes 
généraux  des  séries  ( 2 ) et  ( 3 ) convergeront  vers  une 
limite  commune.  Soit  a cette  limite.  Puisque  la  fonc- 
tion f{x)  reste  continue  depuis  x = xB  jusqu’à  x—X, 
les  termes  généraux  des  séries  suivantes , 

/ 0*0»  /(*,)»  /OO» 

f{X),  f(X'),  f(X'),  &c.... 

convergeront  également  vèrs  la  limite  commune  f (a)  ; 
et,  comme  en  s’approchant  de  cette  limite  ils  resteront 
toujours  de  signes  contraires  , il  est  clair  que  la  quantité 
f(a),  nécessairement  finie,  ne  pourra  différer  de  zéro. 
Par  conséquent  on  vérifiera  l’équation 

(0  /(*)  ==  O» 

en  attribuant  à la  variable  x la  valeur  particulière  a com- 
prise entre  x„  et  X.  En  d’autres  termes , 

(4)  x — a 

% 

sera  une  racine  de  l’équation  ( 1 ) . 

SCHOLIE  1."  Si  , après  avoir  poussé  les  séries  (2)  et 
(3)  jusqu’aux  termes 

x„  et  X« , 

[«  désignant  un  nombre  entier  quelconque]  , on  prend 
la  demi-somme  de  ces  deux  tenues  pour  valeur  approchée 
de  la  racine  a , l’erreur  commise  sera  plus  petite  que 
leur  demi-différence,  savoir, 

I x~  *» 

1 mn 
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Comme  cette  dernière  expression  décroît  indéfiniment  h 
mesure  que  n augmente , il  en  résulte  qu’en  calculant  un 
nombre  suffisant  de  termes  des  deux  séries , on  finira 
par  obtenir  de  la  racine  a des  valeurs  aussi  approchées 
que  l’on  voudra. 

ScilOLIE  2.'  S’il  existe  entre  les  limites  xG,  X plu- 
sieurs racines  réelles  de  l’équation  ( i ) , la  méthode  pré- 
cédente en  fera  connaître  une  partie , et  quelquefois  même 
les  fournira  toutes.  Alors  on  trouvera  pour  x,  et  X‘ , 
ou  bien  pour  xx  et  X" , &c....  , plusieurs  systèmes  de 
valeurs  qui  jouiront  des  mêmes  propriétés. 

Scholie  y.'  Si  la  fonction  f(x ) est  constamment 
croissante  ou  constamment  décroissante  depuis  x = xa 
jusqu’à  x = X , il  n’existera  entre  ces  limites  qu'une 
seule  valeur  de  x propre  à vérifier  l’équation  (i). 

COROLLAIRE  i.'t  Si  l’équation  (i)  n’a  pas  de  racines 
réelles  comprises  entre  les  limites  xa , X , les  deux 
quantités 

/(*.).  /(*)  ■ 
seront  de  même  signe. 

Corollaire  i‘  Si  dans  l’énoncé  du  théorème  i .,r 
l’on  remplace  la  fonction  f ( x ) par 

'/{*)  - * 

[b  désignant  une  quantité  constante],  on  obtiendrajîré- 
cisément  le  4*c  théorème  du  chapitre  II  [§.  2].  Dans  la 
meme  hypothèse , en  suivant  la  méthode  ci-dessus  indi- 
quée , on  déterminera  numériquement  les  racines  de  - 
l’équation 

U)  /(•)  = b 

comprises  entre  xa  et  X. 
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Nota.  Lorsque  l’équation  (1)  a plusieurs  racines  com- 
prise#  entre  xa  et  X,  en  calculant  les  séries  (2)  et  (}) 
on  n’est  pas  toujours  assuré  d’obtenir  la  plus  petite  ou  la 
plus  grande  des  racines  dont  il  s’agit.  Mais  on  peut  ar- 
river à ce  but  en  suivant  une  autre  méthode  dont  M.  Le- 
gendre a fait  usage  dans  le  Supplément  à la  Théorie 
des  nombres.  Cette  seconde  méthode  se  déduit  immé- 
diatement des  deux  théorèmes  que  je  vais  énoncer. 

2.c  Théorème.  Supposons , comme  dans  te  théo- 
rème 1 , que  la  fonction  f (x)  reste  continue  depuis 
x = x0  jusqu’à  x =*  X [ X étant  supérieur  à xa]  ; et 
désignons  par  0 (x) , x (*)  • deux  fonctions  auxiliaires, 
également  continues  dans  l' intervalle  dont  il  s’agit , 
mais  de  plus  assujetties  , à croître  constamment 
avec  x dans  cet  intervalle , 2.‘  à fournir  pour  la  dif- 
férence 

v O)  — x(x) 

une  expression  variable , qui , d’abord  négative  lors- 
qu’on attribue  à x la  valeur  particulière  x0 , demeure 
toujours  égale  ( au  signe  près ) à /(x).  Si  l’équation 

(0  /O)  = o 

a une  ou  plusieurs  racines  réelles  comprises  entre  x. 
et  X , les  valeurs  de  x représentées  par 

(6)  Xa  , X t , Xx  , J y , &c. . . . , 

et  déduites  les  unes  des  autres  par  le  moyen  des  for- 
■ mules 

(7)  9 (*.)  = X O») . 9 (*,)  = X (*,)  • 9 ( x 3)  = x O») . &c--  • 

composeront  une  série  de  quantités  croissantes  dont  le 


Digitized  by  Google 


NOTE  III.  • 


405 

terme  général  convergera  vers  la.  plus  petite  de  ces 
racines.  Si  au  contraire  l’équation  (i)  n'a  pas  de  ra- 
cines réelles  comprises  entre  xa  et  X , le  terme  général 
de  la  série  (6)  finira  par  surpasser  X. 

DÉMONSTRATION.  Admettons  en  premier  lieu  que 
l’équation  f (x)  =ro  ait  une  ou  plusieurs  racines  réelles 
comprises  entre  les  limites  x„ , X ; et  désignons  par  a 
la  plus  petite  de  ces  racines.  On  vérifiera  l’équation  dont 
il  s’agit,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  suivante 

(i)  <p  {x)  — * (x)  = o , 

en  prenant  xz=a;  et  l’on  aura  en  conséquence 

(8)  *(«)  = *.(«)• 

De  plus  , la  fonction  x ( x ) étant  constamment  crois- 
sante aveé  x depuis  x=x0  jusqu’à  x=X , et  a sur- 
passant x0,  l’on  aura  encore 

Jt(«)  > * (O- 

En  combinant  les  deux  dernières  formules  avec  la  pre- 
mière des  équations  (7) , savoir  , 

X (O  = 9 (*,)  , 

on  en  conclura 

9 (a)'  > *(*,),  N 

et  par  suite 

(9)  « > *,• 

De  même,  en  combinant  les  trois  formules 

9 (a)  — *(«)  , X (o)  > X (*,)  » X (*,)  = 9 (O  , 

dont  la  seconde  se  déduit  immédiatement  de  la  formule 
(9) , on  trouvera 

TOM.  I.  . Gf 
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9 (a)  > 9 (xJ  , 

et  par  suite 

(10)  a > x2. 

En  continuant  ainsi , on  s’assurera  que  tous  les  termes 
de  la  série  (6)  sont  inférieurs  à la  racine  a.  J’ajoute  que 
ces  difierens  termes  composeront  une  suite  de  quantités 
croissantes;  et  en  efièt , puisque  la  différence 

9 O)  — *0) 

est  négative  par  hypothèse  pour  x — X,,  on  aura 

9(*o)  < *(0: 

mais  x ( x «)  — 9 (*,)  i ^onc 

9 (*.)  < 9 (x,), 

(l  i)  •< 

De  plus,  x,  étant  compris  entre  x„  et  a,  aucune  racine 
réelle  de  l’équation  9 (•*)  — x(x)  — ° ne  se  trouvera 
renfermée  entre  les  limites  xD , x,  ; et  par  conséquent 
[voyez  le  théorème  i.er,  corollaire  i .er] 

9 O.)  — X Oo)  » *(*,)  — xOO 

seront  des  quantités  de  même  signe , c’est-à-dire , toutes 
deux  négatives.  On  aura  donc 

*(?,)  < X(.x,)> 

et  par  suite  [à  cause  de  x (*,)  ==  9 (*,)]* 

?(x.)  < *(*?).» 

(12)  x,  < x,  ; 

Sic. . . . Donc  enfin  les  quantités 
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x0,  x , , xlf  &c 

formeront  une  série  dont  le  terme  général  x„ , croissant 
constamment  avec  n , sans  pouvoir  jamais  surpasser  la 
racine  a , convergera  nécessairement  vers  une  limite 
égale  ou  inférieure  à cette  racine.  Nommons  / cette  limite. 
Comme  , en  vertu  des  équations  (7),  on  a,  quel  que 
„ soit  n > 

*(*.♦.)  = % (*■)*. 

on  en  conclura , en  faisant  croître  n indéfiniment , et 
passant  aux  limites , 

‘ (-3)  9(1)  = z(0- 

La  quantité  / sera  donc  elle-même  une  racine  de  l’équa- 
tion ( 1 ) ; et , puisque  cette  quantité  sera  plus  grande  que 
x, , sans  être  supérieure  à la  racine  a,  on  aüra  évidem- 
ment 

(i4)  ' l = a. 

\ 

Admettons,  en  second  lieu,  que  l’équation  (1  ) n’ait  pas 
de  racines  réelles  comprises  entre  xn  et  À'.  On  prouvera 
encore  dans  cette  hypothèse , que  le  terme  général  xn  de 
la  série  ( 6 ) croit  constamment  avec  n , du  moins  tant 
que  ce  terme  reste  inférieur  à JC.  En  effet,  tant  que  cette 
condition  sera  remplie,  la  différence 

? (*«)  ~ X (*.) 

sera  [ théorème  1 .cr , corollaire  1 .er  ] de  même  signe  que 

9(*.)  — zM> 

c’est-à-dire , négative , et  par  suite  on  établira  comme  ci- 
dessus  les  formules  (11),  (12),  &c. ...  De  plus,  x„  ne 
pourra  converger  vers  une  limite  fixe  l inférieure  à X, 

Gg* 
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puisque  l’existence  de  cette  limite  entraînerait  évidem- 
ment l’équation  ( i 3 ) , et  par  suite  l’existence  d’une  racine 
réelle  comprise  entre  x„  et  X.  Donc  il  faudra  nécessai- 
rement , dans  l’hypothèse  admise  , que  la  valeur  de  x, 
finisse  par  surpasser  la  limite  X. 

COROLLAIRE  /."  Les  conditions  auxquelles  les  fonc- 
tions auxiliaires  p (x) , x(x)  sont  assujetties  dans  l’é- 
noncé du  2/  théorème,  peuvent  être  remplies  d’une 
infinité  de  manières.  Mais,  parmi  le  nombre  infini  des 
valeurs  que  l’on  peut  attribuer  à la  fonction  <p  ( x ) , il 
importe  d’en  choisir  une  qui  permette  de  résoudre  faci- 
lement les  équations  (7)  , c’est-k-dire , en  général , toute 
équation  de  la  forme  • 

<p  (x)  = constante. 

La  valeur  de  <p  (x)  étant  choisie , comme  on  vient  de  le 
dire,  on  calculera  sans  peine  les  différens  termes  de  la- 
série  (6),  et  il  suffira  de  chercher  la  limite  vers  laquelle 
ils  convergent  pour  obtenir  la  plus  petite  des  racines  de 
l’équation  ( 1 ) comprises  entre  xa  et  A'.  Si  ces  mêmes 
termes  finissent  par  surpasser  X,  l’équation  fi)  n’aura 
pas  de  racine  réelle  dans  l’intervalle  de  x.  à X. 

Corollaire  2 .'  Si  l’on  prend 

î*  5 

x0  = o, 

et  si  de  plus  l’équation  ( t ) admet  des  racines  positives  , 
les  quantités  x, , x,,  &c. . . . seront  toutes  inférieures  à 
la  plus  petite  racine  de  cette  espèce , et  en  fourniront  des 
valeurs  de  plus  en  plus  approchées. 

3.e  Théorème.  Supposons , comme  dans  le  théo- 
rème / ." , que  la  fonction  f (x)  demeure  continue 
depuis  x=sx,  jusqu’à  x = X [X  étant  supérieur  à xJ; 
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et  désignons  par  <p(x),  X(x)  deux  fonctions  auxi- 
liaires également  continues  dans  l’intervalle  dont,  il 
s’agit,  mais,  de  plus  assujetties , i.°  à croître  constam- 
ment avec  x dans  cet  intervalle , 2."  à fournir  pour  la 
différence 

*(*)  — %(*) 

# 

une  expression  variable  qui  devienne  positive  lors- 
qu’on attribue  à x la  valeur  particulière  X , et  demeure 
toujours  égale  [au  signe  près ] à /(x).  Si  l’équation 

(«)  y»  = ° 

a une  ou  plusieurs  racines  réelles  comprises  entre  x„ 
et  X , les  valeur  g de  x représentées  par 

(,J)  X,  X' , X",  X"j  &c. . . , 

et  déduites  les  unes  des  autres  par  le  moyen  des  for- 
mules. 

(,6)  f(X')  = x(X),  9(X')=x(*l,  HX"‘)  = X(^)>  &c... 

composeront  une  série  de  quantités  décroissantes  dont 
le  ferme  général  convergera  vers  la  plus  grande  de 
ces  racines.  Si  au  contraire  l'équation  ( i ) n’a  pas  de 
racines  réelles  coniprises  entre  x„  et  X , le  terme  gé- 
néral de  la  série  (i  j ) finira  par  s’abaisser  au-dessous 

dê  xa. 

La  démonstration  de  ce  troisième  théorème  est  tellement 
semblable  à celle  du  second,  que , pour  abréger,  nous  nous 
dispenserons  de  la  rapporter  ici. 

Corollaire  i.,r  Parmi  le  nombre  infini  de  valeurs 
qu’on  peut  attribuer  à la  fonction  ip  (.f)  de  manière  à 
remplir  les  conditions  exigées , il  importe  d’en  choisir 
une  qui  permette  de  résoudre  facilement  les  équations 
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(16),  c’est-à-dire,  en  général,  toute  équation  de  îa  forme 
<P  (#)  = constante. 

* 

La  valeur  de  p (x)  étant  choisie  comme  on  vient  de 
le  dire,  on  calculera  sans  peine  les  différens  termes  de 
la  série  (15),  et  il  suffira  de  chercher  la  limite  vers 
laquelle  ils  convergent  pour  obtenir  la  plus  grande  des 
racines  de  1 équation  (1)  comprises  entre  xa  et  X.  Si 
ces  mêmes  termes  finissent  par  s’abaisser  au-dessous  de 
x0,  l’équation  (1)  n’aura  pas  de  racine  réelle  dans  l'in- 
tervalle de  x0  à X. 

Corollaire  2'  Si,  l’équation  (1)  ayant  des  racines 
positives,  X surpasse  la  plus  grande,  racine  de  cette 
espece , les  quantités  X 1 , X" , &c. . . . resteront  toutes 
supérieures  à cette  même  racine , et  en  fourniront  des 
valeurs  de  plus  en  plus  approchées. 

SCHOLIE  i.,r  Si  l’équation  (1)  n’a  qu’une  seule  racine 
réelle  a comprise  entre  x„  et  X , les  termes  généraux  des 
séries  (6)  et  ( 1 5 ) , dont  la  première  est  croissante , et  la 
seconde  décroissante , convergeront  vers  une  limite  com- 
mune égale  à cette  racine.  Alors,  si  l’on  prolonge *ces 
séries  jusqu’aux  termes  * « 

*,  et  XMt 

. ‘ \ 

puis , que  l’on  prenne  la  demi-somme  de  ces  deux  termes 
pour  valeur  approchée  de  la  racine  a,  l’erreur  commise 
sera  plus  petite  que 

— m 

2 

SCHOLIE  2.‘  Pour  montrer  une  application  des  prin- 
cipes que  nous  venons  d’établir,  considérons  en  parti- 
culier l’équation 
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nt  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  et  * 

* 

I » * • * * > 

des  quantités  positives  ou  nulles.  Comme  le  premier 
membre  de  cette  équation  est  négatif  pour  x — o , et 
positif  pour  de  très -grandes  valeurs  de  x,  il  en  résulte 
quelle  a au  moins  une  racine  positive  et  finie.De  plus, 
eette  même  équation  ne  différant  pas  de  la  suivante 


dont  le  second  membre  reste  invariable , tandis  que  le 
premier  décroît  constamment  pour  des  valeurs  positives 
et  croissantes  de  x , n’admettra  évidemment  qu  une  seule 
racine  réelle  et  positive.  Soit  a cette  racine , et  A le  plus 
grand  des  nombres 

■A  , > ) ' 

enfin  désignons  à l’ordinaire  une  moyenne  entre  ces 
nombres  par  la  notation  • 

M(At,  A1}  ...i  Am_t,  Am). 

On  tirera  de  l’e'qüâtion  (17),  en  y faisant  x = a , puis 
ayant  égard  à la  formule  (il)  des  préliminaires, 

am  — A,  am~'  -h  A,  a1-*  -+• -+-Am_,  a-hA„ 

= (aw—  0™“*-+-.  • .-4-Æ-Hi)  » ^1  » • • * “^w— t » ^m) 

— — — M ÇA, , A t-,  ...  Am_, , Am)  < A . — , 

a — 1 » 1 

et  par  suite 

, a"  — i Â. 

a — 1 < A — — < A , 

(t$)*  - * a < A -4-  1. 


# 
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Par  conséquent  la  racine  positive  de  l’équation  (17)  sera 
comprise  entre  les  limites  o et  A 1 . D’un  autre  côté, 
comme , en  désignant  par 

Aram’r  et  A.a”-' 

le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  termes  renfermés  dans 
le  polynôme 

A-  am~'  -4-  Ax  -+- -f-  Am_,  a Am, 

et  par  n = ou  < m le  nombre  de  ceux  qui  dilïèrent  de 
zéro , on  aura  évidemment 

• am  > nAram~r, 

am  < nA,am  j, 

et  par  suite 

a >*  (nA,)', 

1 

a < (nA,)~, 

il  est  clair  que  la  racine  a sera  comprise  entre  le  plus 
petit  et  le  plus  grand  des  nombres 
♦ 

(19)  nA,,  ( nA ,)',  ( nA})l,  ,..(nAm)K 

Enfin,  puisqu’en  vertu  du  théorème  j." [corollaire  1."], 
le  premier  membre  de  lequation  (17)  restera  négatif 
depuis  1 = 0 jusqu  à x = a,  et  positif  depuis  x = a 
jusqu  à x = 00  , il  en  résulte  qu’on  pourra  choisir  en- 
core pour  limite  inférieure  de  la  racine  a.  le  plus  grand 
des  nombres  entiers  qui  rendent  négative  l’expression 

(20)  _ A . x-  _ Ax  Ain_,  * _ Am  , 

et  pour  limite  supérieure  le  plus  petit  de  ceux  qui  la 
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rendent  positive.  Soient  maintenant 

X 

les  deux  limites  inférieure  et  supérieure  calculées  d’après 
l’une  des  règles  que  nous  venons  d’indiquer.  Si  l’on  fait  en 
outre 

(2l)  <p(x)=xm,  x(x)  = A txm-'-+-A . .+An_, x-hA m , 

les  théorèmes  2/  et  3."  seront  applicables  à l’équation 
(17);  et  comme , dans  cette  hypothèse  , chacune  des 
équations  (7)  ou  ( 1 6)  se  trouvera  réduite  à la  forme 

xm  = constante , 

il  deviendra  facile  de  calculer  les  quantités  comprises 
dans  les  deux  séries 


X,  A" , X",  A"',  &c....  , 
xa,  x,  , . x ,,  x)}  &c....  , 

dont  les  termes  généraux  seront  les  valeurs  approchées 
en  plus  et  en  moins  de  la  racine  a. 

SCHOLIE  3 / Considérons  encore  l’équation 


(22)  xm  -+-  A , ar™-'  -+-  Ax  xm-*  + ....+  Am_ , x — Am  = o , 

*•  m 

m désignant  toujours  un  nombre  entier , et 


des  quantités  positives  ou  milles  , dont  la  plus  grande 
soit  égale  à A.  En  prenant  A pour  inconnue,  on  pourra 
présenter  cette  équation  sous  la  forme  suivante 


\ 
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qui  est  pareille  à celle  de  l’équation  ( 1 7).  On  en  conclura' 
que  l’équation  (22)  admet  une  seule  racine  positive  infé- 
rieure au  quotient 


A 

A 


et  que  cette  racine  est  comprise  non -seulement  entre  la 
plus  petite  et  la  plus  grande  des  quantités 


(-5) 


A - ( A tn  Ÿ ( A"  ^ * 

’ V J » ^ nA„_}  J v • 

• , f A„  \^= 7 

I j,  ’ A » J ’ 


[ « = ou  < n»  représentant  le  nombre  des  termes  va- 
riables renfermés  dans  le  premier  membre  de  l’équation 
(22)],  mais  aussi  entre  le  plus  grand  des  nombres  en- 
tiers qui  rendent  négative  l’expression 

(26)  x”'  A-  A t xm~‘  -h  A J i"-'  -+• -H  Am_,  x — Am  , 

et  le  plus  petit  de  ceux  qui  la  rendent  positive.  Après 
avoir  fixé,  d’après  ces  remarques,  deux  limites  en  plus 
et  en  moins  de  la  racine  en  question , il  suffira , pour  en 
approcher  davantage,  d’appliquer  les  2.*  et  j.c  théb- 
rèmes  à l’équation  (23),  en  y regardant  eorruqe  l’in- 
connue qu’il  s’agit  de  déterminer. 

SCHOLIE  4‘  Si  l’équation  ( 1 ) avait  deux  racines, 
réelles  comprises  entre  xa  et  X , mais  extrêmement  rap- 
prochées l’une  de  l’autre , les  termes  généraux  des  séries 
(6)  et  ( 1 5 ) paraîtraient  au  premier  abord  converger  vers 
la  même  limite , et  l’on  pourrait  prolonger  long-temps  les 
„ deux  séries  avant  de  s’apercevoir  de  la  différence  entre  les 
limites  vers  lesquelles  ils-  convergent  effectivement.  La 
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même  remarque  est  applicable  aux  séries  (2)  et  (3).  Par 
conséquent  les  méthodes  de  résolution  fondées  uniquement 
, sur  le  théorème  1 , ou  bien  sur  les  théorèmes  2/  et  3.'. 

ne  sont  pas  propres  à faire  connaître , dans  tous  les  cas  , 
le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  numérique  ; 
mais  elles  fourniront  toujours  des  valeurs  aussi  appro- 
chées que  l’on  voudra  de  toute  racine  réelle  qui  se  trou- 
vera seule  comprise  entre  deux  limites  données. 

Dans  le  cas  particulier  où  l’équation  numérique  que 
Ton  considère  a pour  premier  membre  une  fonction  réelle 
et  entière  de  la  variable  x,  on  peut  tout-à-Ia-fois , ainsi 
que  M.  Lagrange  l’a  fait  voir  , déterminer  le  nombre  des 
racines  réelles  et  calculer  leurs  valeurs  approchées.  Pour 
atteindre  facilement  ce  but,  il  convient  de  réduire  d’abord 
lVquation  proposée  à n’avoir  que  des  racines  inégales , en 
opérant  comme  il  suit. 

Soit;  * 

(27)  . F(x)  = O 

l’équation  donnée.  Désignons  par  a,  b,  c,  ...  ses  diverses 
racines  réelles  ou  imaginaires,  et  par  m le  degré  de  son 
premier  membre  , dans  lequel  nous  supposerons  le  coeffi- 
cient de  fa  plus  haute  puissance  de  x réduit  à l’unité. 
Enfin  soit  m'  le  nombre  des  racines  égales  à a,  m"  le 
nombre  des  racines  égales  à b,  m"‘  le  nombre  des  racines 
égales  à c , &c.,„  On  aura 

(28)  ïm'4-  ni" -h  . . . — m 
et 

(29)  F(x)  — (x—ajn‘  (x—b)n"  (.r — e)m"  ...  ■ 

On  en  conclura , en  désignant  par  z une  nouvelle  va- 
riable , 

9 l 

* » 

» • * 
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Si  maintenant  on  fait 

(3  i j F(x^-z)=zF{x)-\-zFi{T)-i-z1  , 

i 

«t  que  I on  développe  les  expressions  < 

(^~y>  0*^rT< 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  z,  l’équation  (30) 
deviendra 


I . - F-  W (*) 

•v*  ~tw 


- (,+^3H-.*)  0+£ï  *+•••)  (,+-*+--) **•••■ 

. . / T»  ni'  m'“  \ 

— 1 ■+■  \ - — H -=r  H J + fic ; 

\x  — a x — x— c J 

» 

puis,  en  égalant  de  part  et  d’autre  les  coefficiens  de  la 
première  puissance  de  z,  on  trouvera 


(3  2) 


F(x) 


m 

x — a 


x — b 


&c. . 


. b){x— <•).,. -4-m"(.r— a)(x — c)...+m'"(x — a)(x— 4)...-t-&c. 

(x— «)  (x— J)  (x — (■) ...  * 

Comme  la  formule  précédente  a pour  dernier  membre 
une  fraction  algébrique  évidemment  irréductible,  il  en 
résulte  qu’il  suffit  de  diviser  le  premier  membre  F (ce}' 
de  l’équation  (27)  par  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
deux  polynômes  F (x)  , Ft  ( x ) pour  ramener  cette  équa- 
tion à la  suivante  . 

■ (3.3)  . (*— a)  {x  — b)  (x  — c).  . . = 0 , 

qui  n'a  pîuS  que  des  racines  inégales. 
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Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à faire  voir  comment  on 
pourrait  déduire  des  mêmes  principes  diverses  équations 
dont  les  racines,  toutes  inégales  entre  elles,  seraient  équi- 
valentes, tantôt  aux  racines  simples,  tantôt  aux  racines 
doubles  , tantôt  aux  racines  triples,  &c...  de  la  proposée. 

Nous  ajouterons  seulement  ici  quelques  remarques  rela- 
tives au  cas  où  l’on  suppose  immédiatement  toutes  les 
racines  de  l’équation  (27)  inégales  entre  elles.  Chacun  des 
nombres  m' , m",  m'",  &c. . . se  réduisant  alors  à l'unité,  ' 

on  tire  de  la  formule  (32) 

(34)  = (x— iX-r— cj...+(x— «)(*— c)...+(jr— o)Cr— > 

«t  par  suit» 

IF,  ( a ) = (a  — b)  (a — c)  . . . , 

F, (b)  = (b-a)  ( b-c ) ..., 

F,  (c)  = (c  — a)  (c  — b)  .... 

&c ^ 

( F,  («).F,  (*)•*.  (<0 

(j^)  { m(m-l) 

(=(-!)—  («—  £)*(«— c)\..(6— c)1.,.. 

Ainsi,  dans  l’hypothèse  admise,  le  produit  dQ  carrés  des 
différences  entre  les  racines  de  l’équation  (27)  sera  équi- 
valent [abstraction  faite  du  signe]  au  produit 

'F,(a).FXb).F,(c)...., 

\ 

et  par  conséquent  au  dernier  terme  de  l’équation  en  s que 
fournit  l’élimination  de  x entre  les  deux  suivantes 

(37)  F 0*0  = 0,  z F , (x)  = o ; 

de  sorte  qu’en  appelant  H la  valeur  numérique  de  ce 
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dernier  terme,  on  aura 

(38)  ( a — b)l(a — — c)*...  = rfc  U. 

Dans  la  môme  hypothèse,  les  valeurs  de  F, (a),  F, {b), 

&c données  par  les  formules  (35)  n’étant  jamais 

nulles , si  l’on  désigne  par  a une  racine  réelle  de  l’équa- 
tion (27),  il  suffira  d’attribuer  au  nombre  et  des  valeurs 
très-petites  pour  que  les  deux  quantités 

F(a-\-  et)  = et  F,  (a)  -h  et*  Fa(a)  -+-  &c. . . . 

F (a — et)  = — et  F,  (a)  -+-  et*  F,  (a)  — &c. . . . 

soient  de  signes  contraires.  De  plus , si  l’on  représente 
par  xa , X deux  limites  inférieure  et  supérieure  entre  les- 
quelles la  seule  racine  réelle  a se  trouve  comprise , en  vertu 
du  théorème  1."  [coroll.  i.cr],  F{X)  sera  de  même  signe 
que  F(rr-t-et),  F(x0)  de  même  signe  que  F(a — et),  et 
par  suite  les  deux  quantités 

F(*.)>  F(X) 

seront  de  signes  contraires. 

Lorsque  l’équation  (27)  n’a  pas  de  racines  égales,  ou 
quelle  a été  débarrassée  de  celles  qu'elle  pouvait  avoir  , 
il  devient  fiçile  de  déterminer  pour  cette  équation  non- 
seulement  deux  limites  entre  lesquelles  toutes  les  racines 
réelles  se  trouvent  renfermées  , mais  encore  une  suite  de 
quantités  qui , prises  deux  à deux , servent  de  limites  res- 
pectives aux  dilTérentes  racines  de  cette  espèce,  et  enfin 
les  valeurs  aussi  approchées  que  l’on  voudra  de  ces  mêmes 
racines.  C’est  ce  que  nous  allons  établir , en  résolvant 
l’un  après  l’autre  les  trois  problèmes  suivans. 

1."  PROBLEME.  Déterminer  deux  limites  entre  les- 
quelles toutes  les  racines  réelles  de  l’équation 

I 

t * 

f 
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(27)'  F(x)  = o 

se  trouvent  renfermées. 

Solution.  F(x)  étant  par  hypothèse  un  polynôme 
réel,  du  degré  m par  rapport  à a;,  et  dans  lequel  la  plus 
haute  puissance  de  x a pour  coefficient  l’unité , si  l’on 
désigne  les  coefficiens  successifs  des  puissances  inférieures 
par 

Cl  , • 77,  « 1 » • • • Cl  « Cl  y 

I / * t m»i  + n*  ' 

et  les  valeurs  numériques  de  ces  mêmes  coefficiens  paï- 


en aura  identiquement 

F(x)  = xm  -+-  a , xm~‘  a2  x”-1 

— xmztA1xm-‘±A1xm~1±...±Am_lx±An. 


(39) 


Soit  maintenant  k un  nombre  supérieur  à la  racine  po- 
sitive unique  de  l’équation  (17)  [3.'  théor. , scholie  2]. 
Le  polynôme  (20)  sera  positif  toutes  les  fois  qu’on'  suppo- 
sera 'X^=zk  ou  > k.  Par  suite,  il  suffira  d’attribuer  à x une 
valeur  numérique  plus  grande  que  le  nombre  k , pour 
que  la  somme  des  valeurs  numériques  des  ternies 


A'Xn 


, Axx 


devienne  inférieure  à la  valeur  numérique  de  xm.  Il  en 
résulte  que  le  premier  membre  de  l’équation  (27)  ne 
pourra  jamais  s’évanouir  , tant  que  la  valeur  de  x sera 
située  hors  des  limites 

— - k , — f-  k. 


Donc  toutes  les  racines  positives  ou  négatives  de  l’équa- 
tion (27)  ser<?nt  comprises  entre  ces  mêmes  limites. 
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SCHOLIE  r."  Le  nombre  k étant  assujetti  à la  seule 
Condition  de  surpasser  La  racine  positive  de  l’équation 
(17),  on  peut  le  supposer  égal  soit  à la  plus  grande  des 
expressions  (19),  soit  au  plus  petit  des  nombres  entiers 
qui , substitués  à la  place  de  x dans  le  polynôme  (20)  , 
donnent  un  résultat  positif. 

ScHOLlE  2/  On  peut  aisément  s’assurer  que  le  nombre 
k,  déterminé  comme  on  vient  de  le  dire,  est  supérieur 
non-seulement  aux  valeurs  numériques  des  racines  réelles 
de  l’équation  (27) , mais  encore  aux  modules  de  toutes  les 
racines  imaginaires.  En  effet,  soit 

X = r ( cos.  t — J—  y/  — t sin.  t ) 

une  semblable  racine.  On  aura  en  même  temps  les  deux 
équations  réelles 

r^cos.  mt±  A lrm~‘ cos.  (wi—  i)f  :±  At  r”*-'  cos.(»i— î)/db... 

• ± A„_t  r cos.  t d;  Am  — o , 

r”1  sin.  t Ht  A , rm-‘  sin.  (m — i ) t dz  A , rm-*sin.  (i n—i)  t ± . . . 
dzAm_l  rsin.  (é=  o -, 

et , en  ajoutant  la  première  équation  multipliée  par 
cos.  ml  à la  seconde  multipliée  par  sin.  ml , on  en  con- 
clura 


(4°){ 
(40  j 


(4-0 


r”  ± A,  r™~'  cos.  t dz  A t rn~l  cos.  it  dt 

d:  Am_,  r cos.  (m — 1)  t zàz  A„  cos.  mt  = o. 


Or  il  est  clair  qu’on  ne  saurait  satisfaire  à cette  dernière 
équation  en  supposant  r>k,  puisque  dans  cette  hypo- 
thèse la  valeur  numérique  de  rm  surpasse  la  somme  des 
valeurs  numériques  des  termes 


jü,  r 
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et  à plus  forte  raison  la  somme  des  valeurs  numériques 
que  ces  mêmes  termes  acquièrent  lorsqu’on  les  multiplie 
par  des  cosinus. 

SciIOLlE  3.'  En  comparant  avec  le  polynôme  (26) 
les  premiers  membres  des  équations  (27)  et  (4o) , on 
prouverait  facilement  que , si  l’on  désigne  par  g un 
nombre  inférieur  à la  racine  positive  unique  de  l’équa- 
tion (22),  g sera  une  limite  inférieure  non  - seulement 
aux  valeurs  numériques  de  toutes  les  racines  réelles  de 
l’équation  (27) , mais  encore  aux  modules  de  toutes  les 
racines  imaginaires.  C’est  ce  qui  arrivera , par  exemple , 
si  l’on  prend  pour  g la  plus  petite  des  expressions  (25), 
ou  le  plus  grand  des  nombres  entiers  qui,  substitués  à 
la  place  de  x dans  le  polynôme  (2 6),  donnent  un  ré- 
sultat négatif.  Le  nombre  g étant  déterminé  comme  on 
vient  de  le  dire , toutes  les  racines  positives  de  Icquation 
(27)  se  trouveront  comprises  entre  les  limites 

h . 


S > 


et  les  racines  négatives  de  la  même  équation  entre  les 
limites  ' 

— k,  — g . 

SCHOLIE  4.'  Lorsqu’on  se  propose  seulement  d’obte- 
nir une  limite  inférieure  à la  plus  petite  des  racines  posi- 
tives ou  supérieure  à la  plus  grande , on  peut  quelquefois 
y parvenir  en  s’appuyant  sur  le  corollaire  du  1 7.*  théorème 
[note  précéd.].  Supposons , en  effet , que  tous  les  termes 
du  polynôme  F (a?) , à l’exception  'd’un  seul , soient  de 
même  signe.  L’équation  (27)  prendra  la  forme  suivante 

[xm-+-A  lxm~' 

0*3) { ' 

( ■+-4m_ixH-Am  = AJx—'. 

Soit  maitenant  n le  nombre  des  termes  qui  dans  le  pre- 

Tom.  I.  Hh 
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mier  membre  de  l’équation  (4  3)  ne  se  réduisent  pas  à 

zéro,  et 

B x* 

la  moyenne  géométrique  entre  ces  termes  , B désignant 
fet  moyenne  géométrique  entre  leurs  coefficiens.  En  vertu 
du  corollaire  du  théorème  1 7 [note  II],  toute  valeur  réelle 
et  positive  de  x propre  à vérifier  l’équation  proposée , ou , 
ce  qui  revient  au  même , à lui  servir  de  racine , satisfera 
nécessairement  à la  condition 

A,  xm~‘  > n B x*  , 

et  par  conséquent  à l’une  des  deux  suivantes, 

m . 

<M  ■ *<  (A)""; 

savoir,  à la  première,  si  m— s surpasse  fx , et  à la  se- 
conde , dans  le  cas  contraire.  II  est  bon  d’observer  que , 
si  le  nombre  s s'évanouit,  A,  se  réduira  au  coefficient  de 
xn , c’est-à-dire,  à l’unité. 

SdlOLlE  j.'  Il  est  encore  facile  d’obtenir  deux  limites , 
fune  inférieure,  l’autre  supérieure  aux  racines  positives 
de  l’équation  (27),  par  la  méthode  que  je  vais  indiquer. 
On  observera  d’abord  que  toute  équation  dont  le  premier 
membre  n’offre  qu’une  variation  de  signe,  c’est-à-dire, 
toute  équation  qui  se  présente  sous  la  forme 

A0xm->rAlxm-'-h. . — &c....  =0. 

ou  sous  la  suivante 

—A0xm~Alxm~'—. . -+-  &c. . . . =0, 

[A„A  , ...  A%,  A„,,  &c. . . . désignant  des  nombres 
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quelconques],  n'admet  qu’une  racine  positive,  évidem- 
ment égale  à la  seule  valeur  positive  de  x pour  laquelle 
la  fraction 

A„  x"  -t-  A,  x"~'  -t-  A,  ,r"~*  -4-  

*•+**+1  (-~)  (~) 

qui  croît  sans  cesse  depuis  x=o  jusqu’à  x = oo  , puisse 
se  réduire  à l’unité.  Par  conséquent  le  premier  membre 
d’une  semblable  équation  aura  le  même  signe  que  ses 
premiers  ou  ses  derniers  termes , suivant  que  la  valeur  de 
je  sera  supérieure  à la  racine  dont  il  s’agit,  ou  comprise 
entre  zéro  et  cette  même  racine.  Cela  posé , concevons 
que,  dans  le  polynôme  ( 3 9^ , — Asx’  soit  le  premier 
terme  négatif  après  xm  , -f-  A,, xu  Je  premier  terme  po- 
sitif après  — A,x‘ , — Ayx ’ le  premier  terme  négatif 
après  Auxu , -\-Avxv  le  premier  terme  positif  après 
— Arxv,  &c....  ; en  sorte  que  l’équation  (27)  devienne 

xm  -h-  A,  xm~'  -+-  ...  — A,  xm~‘  — AI+l 
-t-Auxm—,‘-+-AM+lxn'~'‘~l-t-..—Ayxm~'' — A^.lxm-’-‘-... 
-+-Awxm-"+A  w+lxT-*~'  -+- ± Am~  o. 

On  conclura  des  remarques  précédentes , que  toute  valeur 
positive  de  x propre  à vérifier  l’équation  (27)  doit  être 
1 .°  inférieure  à la  plus  grande  des  racines  positives  des 
équations 

xm-^A , xm~‘  -+- . . . — A ,xm~‘ — A ,+lxm—t — . . . = o * 
A„xm~“-^-Au+lxm'*-,-^-...-AyXm't-A,+lxm'r~,~ . . . = o, 


2.0  supérieure  à la  plus  petite  de  ces  mêmes  racines , lors- 
que An  est  précédé  du  signe  — , et  dans  le  cas  contraire, 
à la  plus  petite  des  racines  positives  des  équations  de  la 
forme 

Ilh  * 
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-A  rxm  r-A . . -+ -A„xm'w-t-  A w+lxm-'r~‘-i- . .=o, 
&c 

Quelquefois  les  deux  conditions  qu'on  vient  d'énoncer 
s’excluent  mutuellement  ; et  alors  on  peut  affirmer  que 
{'équation  (27)  n’a  pas  de  racines  positives. 

2.*  Problème.  Trouver  le  nombre  des  racines 
réelles  de  V équation  (27)  > avec  une  suite  de  quan- 
tités qui , prises  deux  à deux , servent  de  limites  à 
ces  mêmes  racines. 

SOLUTION.  Nous  supposerons  l’équation  (27)  ré- 
duite à n’avoir  que  des  racines  inégales.  Alors,  si  l’on 
désigne  par  k [ voy.  le  problème  précédent  ] une  limite 
supérieure  aux  valeurs  numériques  de  toutes  les  racines 
réelles , par  h un  nombre  moindre  que  la  plus  petite  dif- 
férence entre  cès  racines,  enfin  par  kt , ...  km  d’autres 

nombres  tellement  choisis  que  dans  la  suite 

4 . 

(46)  k , k , , A'a,  ...  kn , o,  knf  ...  k z , À", , k , 

la  différence  entre  un  terme  et  celui  qui  le  précède  soit 
toujours  une  quantité  positive  égale  ou  inférieure  à A, 
il  est  clair  que  deux  termes  consécutifs  de  la  suite  (46) 
ne  comprendront  jamais  entre  eux  plus  d’une  racine 
réelle.  D’ailleurs,  lorsqu’on  substitue  à la  place  de  x dans 
le  polynôme  F(x)  deux  quantités  entre  lesquelles  une 
Seule  racine  réelle  au  plus  se  trouve  renfermée  , les 
résultats  obtenus  sont  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires;  pour  parler  autrement,  la  comparaison  de  ces 
deux  résultats  offre  une  permanence  de  signe , ou  une 
variation  de  signe , suivant  qu’il  n’existe  pas  de  racine 
réelle,  ou  qu’il  en  existe  une  entre  les  deux  quantités 
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dont  il  s’agit.  Par  conséquènt , si  l'on  prend  les  termes 
de  la  suite  (46)  pour  des  valeurs  successives  de  la  va- 
riable x , et  que  l’on  forme  la  suite  des  valeurs  corres- 
pondantes du  polynôme  F(x) , cette  «ouvelle  suite  offrira 
précisément  autant  de  variations  de  signe  que  l'équation 
(27)  a de  racines  réelles,  et  chacune  de  ces  racines  sera 
comprise  entre  deux  valeurs  consécutives  de  x qui , subs- 
tituées dans  F(x ),  donnent  des  résultats  de  signes  con- 
traires. Ainsi  toute  la  difficulté  consiste  à trouver  pour  le 
nombre  h une  valeur  convenable.  On  y parvient  de  la 
manière  suivante. 

Désignons  par  H la  valeur  numérique  du  dernier 
terme  de  l’équation  en  z que  fournit  l’élimination  de  x 
entre  les  formules  (37).  Le  nombre  //,  ainsi  qu’on  l’a 
déjà  remarqué,  sera  équivalent  [abstraction  faite  du  signe] 
au  produit  des  carrés  dés  différences  entre  les  racines 

* X 

réelles  ou  imaginaires  de  l’équation  (27).  Par  suite  H 1 
sera  équivalent  au  produit  des  modules  de  ces  différences 
[ le  module  de  chaque  différence  réelle  n’étant  autre  chose 
que  sa  valeur  numérique].  Cela  posé,  soient  a,  b deux, 
racines  distinctes  de  l’équation  (27).  Si  ces  deux  racines 
sont  réelles , chacune  d’elles  ayant  alors  une  valeur  numé- 
rique inférieure  à k,  la  valeur  numérique  de  leur  diffé- 
rence, c’est-à-dire,  la  différence  ou  la  somme  de  leurs 
valeurs  numériques  ne  surpassera  jamais  2 k.  Si  au  con- 
traire chacune  de  ces  racines  ou  l’une  d’elles  seulement 
devient  imaginaire , on  pourra , en  désignant  par  r, , rx 
leurs  modules,  et  par  £,,  t2  deux  arcs  réels,  supposer 

a = rt  (cos.  -+•  y/  —\  sm.  t,  ) , 

* * 

b = r,  (cos.  t2  -t-  y'^T  ) ; 

et  l’on  en  déduira  , « < 


». 
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a — b = r,  eos.  ft  — r,  cos.  tx  -+-  (r,  tin.  *,  — rM  tin.  t ,)  , 

mod,  (a  — b)  = [(r.cos.ï,  — r4eos.f4)*  -(-(r^in.ï,  — r, *in./,)a]  ~ 

==  ['•«*-ÿIr,cos.(*I~t4)+r1J]  r<(ri*4.lrir>+ri»)  i - 

On  aura  donc 

« mod.  ( a — i)  < r , -+•-  r,  ; 
et  par  suite 

(4 7)  wmx/.  (a  — 5)  < 2k, 

pourvu  que  le  nombre  k ait  été  choisi , comme  dans  le 
premier  problème,  de  manière  à surpasser  non-seulement 
les  valeurs  numériques  de  toutes  les  racines  réelles , mais 
encore  les  modules  de  toutes  les  racines  imaginaires.  On 
prouvera  de  même  que  chacune  des  différences 

a — c , b — c , &c. . . . 

a pour  module  un  nombre  inférieur  à 2 k ; et  l’on  en 
conclura  que , si , après  avoir  formé  tous  les  modules  de 
cette  espèce  en  nombre  égal  à — , on  met  de  côté 

l’un  d’entre  eux,  par  exemple,  le  module  de  la  différence 
a — b , le  produit  de  tous  les  autres  sera  un  nombre  in- 
férieur à l’expression 

m (m- 1) 

( *k)~  '• 

tS  * 

Donc , si  l'on  multiplie  cette  expression  par  le  module 
de  la  différence  a — b , on  trouvera  un  résultat  plus  grand 
que  le  produit  des  modules  de  toutes  les  différences  , 

I 

c’est-à-dire , un  résultat  plus  grand  que  H 1 . En  d’autres 
termes,  on  aura 

m fm-  ’ ) • l 

(2  k)  1 ' x mod.  (a  — b)  > H 1 ; 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 


Digitized  by  Google 


NOTE  III. 


(48)  mod.  (a  b)  > . : 

(**)  * ' 

Lorsque  les  racines  a èt  b sont  réelles  , le  module  de  la 
différence  a — b se  réduit  à sa  valeur  numérique.  Par 
conséquent  on  obtiendra  un  nombre  h inférieur  à la  plus 
petite  différence  entre  les  racines  réelles  de  l'équation 
(27),  si  l’on  pose 


SCHOLIE  i.,T  II  serait  facile  de  prouver  que , si  cha- 
cun des  nombres  A, , A ,,  ...  Am  [ i.er  problème]  est 
entier,  le  nombre  H le  sera  également.  Par  suite,  da,ns 
cette  hypothèse,  le  nombre  H , qui  ne  peut  s’évanouir 
tant  que  les  racines  de  l’équation  (27)  restent  inégale* 
entre  elles , aura  une  valeur  égale  ou  supérieure  à l’unité. 
Cela  posé,  la  formule  (48)  donnera 

(50)  mod.(a—  b)  > ; 

(2*)  . 

et  l’on  en  conclura  que  , pour  obtenir  un  nombre  h infé- 
rieur à la  plus  petite  différence  entre  les  racines , il  suffit 
de  prendre 

(î  * ) ^ ——  " m(m-l) 


SCHOLIE  2.'  Soit 
(J2)  Z = O 

1 équation  en  2 que  fournit  l’élimination  de  x entre  les 
formules  (57).  Si,  par  la  méthode  ci-dessus  indiquée 
{ 1 .**  problème , scholie  3 ] , on  détermine  une  limite  G 
inférieure  aux  modules  de  toutes  les  racines  réelles  ou 


Digitized  by  Google 


I* 


488  NOTE  IIK 

imaginaires  de  i’équation  (52),  on  aura,  en  désignant 
toujours  par  a,  b , c , ...  les  racines  de  1 équation  (27*), 


mod.  F,  (a)  > G , 

ou,  ce  qui  revient  au  même  [ voy.les  équations  (35)], 
* mod.  (a  — i)(a — c).u.  > G. 

On  en  conclura  , 

mod.  (a  — l)  > 


mod.  (a  — c)  . . . . * Y:.  ' 

et  par  suite 

(î 3)  « mod-  (a~b)  > (2/t)w=s-  . 
puisque  les  différences 

a — b , a — c , &c. . . . 


qui  renferment  la  racine  a combinée  successivement  avec 
toutes  les  autres , sont  au  nombre  de  m — 1 , ou , si  l’on 
met  de  côté  la  différence  a- b,  au  nombre  de  m — 2. 
Cela  posé,  il  est  clair  que  le  nombre .4  satisfera  encore 
aux  conditions  requises,  si  l’on  prend  * 

(j4)  h — • 

1 SCHOL1E  3/  Après  avoir  déterminé  4 par  l’une  des 
méthodes  précédentes,  on  pourra  choisir  pour  la  suite  des 
nombres 

I-  h h 


une  progression  arithmétique  décroissante  dont  la  diffé- 
rence soit  égale  ou  inférieure  à 4,  en  se  bornant  toute- 
fois aux  termes  de  cette  progression  qui  restent  compris 
entre  les  limites  o,  k.  De  plus,  si  l’on  désigne  par  g 
[voyez  le  i.cr  problème,  scholie  3 ] une  limite  inférieure 
aux  valeurs  numériques  de  toutes  les  racines  réelles  de 
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l'équation  (27)  , on  pourra  évidemment  dans  la  suite 
(46)  supprimer  tous  les  termes  positifs  ou  négatifs  dont 
les  valeurs  numériques  seront  plus  petites  que  g , en 
écrivant  à la  place  les  deux  seuls  termes 
~ g > H*  g- 

La  suite  (46)  étant  modifiée  comme  on  vient  de  le  dire , 
on  substituera  successivement  dans  le  polynôme  F (ri), 
1 ,°  les  termes  négatifs  de  cette  suite  depuis  — k jusqu’à 
— g,  2.*  les  termes  positifs  depuis  -f-  g jusqu’à  -\-k  ; 
et  toutes  les  fois  que  deux  termes  consécutifs  de  la  pre- 
mière ou  de  la  seconde  espèce  fourniront  des  résultats  de 
feignes  contraires,  on  sera  certain  qu’une  racine  réelle, 
négative  dans  le  premier  cas,  positive  dans  le  second,  est 
renfermée  entre  ces  deux  termes. 

SCHOL1E  4.’  Lorsque  par  un  moyen  quelconque  on 
a déterminé , pour  l’équation  (27) , une  valeur  appro- 
chée en  plus  ou  en  moins  de  la  racine  réelle  a,  on  peut 
dans  un  grand  nombre  de  cas  obtenir  de  la  même  ra- 
• cine  une  valeur  approchée  en  sens  contraire , et  fixer 
deux  limités , l’une  plus  grande  que  les  racines  réelles 
inférieures  à a , l’autre  plus  petite  que  les  racines  réelles 
supérieures,  en  s’appuyant  sur  la  proposition  que  je  vais 
énoncer. 

Représentons  à U ordinaire  par 

F,  (ri) , F2(ri),  F3  (x) , &c.... 

les  cocfficiens  des  17* , 2' , 37 , ...  puissances  de  à 
dans  le  développement  de  F (x-hs)  ; par  a , b , c , .... 
les  diverses  racines  de  l’équation  (27),  et  par  k un 
nombre  supérieur  à leurs  modules.  Supposons  en  outre 
que , la  quantité  § étant  une  valeur  approchée  de  la 
racine  réelle  a , la  différence  a — et  la  quantité  <* 
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déterminée  par  l’ équation 


(55) 


et 


Fil) 

FJl) 


9 


soient  assez  petites  [abstraction  faite  des  signes] pour 
que  dans  le  polynôme 


(j  6).  /^®+*(î*)^Æ+3(ia)IF3(&+4(2*)ÎF+(D+&c-*  • • 
la  valeur  numérique  du  premier  terme  surpasse  la 
somme  des  valeurs  numériques  de  tous  les  autres. 
Enfin  désignons  par  G un  nombre  inférieur  à l’excès 
de  la  première  valeur  numérique  sur  la  somme  dont 
il  s’agit.  On  sera  certain , 1 ° que  la  racine  réelle  a 
se  trouve  seule  comprise  entre  les  limites 


Z, 

2.'  que  la  différence  a — b ou  b— a entre  la  racine  a 
et  une  nouvelle  racine  réelle  b ne  peut  surpasser 

(S7)  (tk)m~r  • 

Pour  démontrer  la  proposition  précédant»,  nous  ob- 
serverons d’abord  que  dans  l’hypothèse  admise,  le  poly- 
nôme (56)  étant  de  même  signe  que  son  premier  terme , 
on  pourra  en  dire  autant  à fortiori  des  deux  polynômes 

qu’on  obtient  en  développant  les  fractions 

F(l-za)  Fit  + ia) 
a.  ’ a.  ’ 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  et , et  ayant  égard 
à l’équation  (55).  Par  suite , les  premiers  termes  des 
deux  polynômes  étant  de  signes  contraires , il  en  sera  de 
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même  des  deux  fractions,  et  de  leurs  numérateurs 
2*),  F (lH-201). 

If  y aura  donc  au  moins  une  racine  réelle  de  l’équation 
(27)  entre  les  limites 

2Ct, 

J’ajoute  qu’il  n’y  en  aura  qu’une  ; et  en  effet , il  est  facile 
de  voir  que , si  plusieurs  racines  réelles  étaient  renfer- 
mées entre  ces  limites , en  désignant  par  a et  b deux 
semblables  racines  prises  à la  suite  l’une  de  l’autre , on 
trouverait  pour  les  valeurs  des  expressions 

F , (a)  = (a  — J)  (a  — c)  ...  , 

F,  (4)  = (A  — c)  (6  —a) 

deux  quantités  de  signes  contraires.  Par  conséquent  l’é- 
quation 

(ÎS>)  ’*.(»)  = o 

aurait  une  racine  réelle  comprise  entre  a et  b , laquelle 
serait  de  la  forme 

? 4-  2, 

la  quantité  2 étant  renfermée  entre  les  limites  — 2 au , 
-+-2  «U  Or,  c’est  ce  qu’on  ne  peut  admettre.  Car,  si 
l’on  remplace  dans  la  formule  (31)2  par  , et  que 

ion  développe  le  premier  membre  de  cette  formule  ainsi 
modifiée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  y , on  en 
tirera 

F (•*■  -4-  2)  y F t (j?  z ) ôic 

= F (j)  -f-  (y  -4-*)  F,  (x)  -+-  (y -H*)'  F ; (x)-t~&c...  ; 

puis,  en  égalant  de  part  et  d’autre  les  coeüiciens  de  1a 
première  puissance  de  y,  , 
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F,  (x-t-s)  es 

F,  (*)-+-**  F,  (x)  -+-  j*1  F,  (x)  -H  4 x5  F4(x) 

Par  suite,  le  développement  de 

(61)  F.  (£-+-*) 

deviendra 

(62)  FI(0+wF1(|)H-3Z*F}(e)-l-4^F4(|)4-&C...  ; 

et,  comme  dans  le  polynôme  ($6)  la  valeur  numérique  du 
premier  te» me  surpasse  la  somme  des  valeurs  numériques 
de  tous  les  autres , il  en  sera  de  même  à fortiori  du  po- 
lynôme (62),  tant  que  la  valeur  numérique  de  z sera 
supposée  inférieure  à celle  de  2 et.  Il  en  résulte  que , 
dans  cette  hypothèse , l’expression  (61)  ne  saurait  s’é- 
vanouir. Donc  l’équation  ( 5 9)  n’a  pas  de  racines  réelles 
comprises  entre  les  limites  £ — 2ct,  £-j-2otf  et  l’équa- 
tion (27)  n’en  a qu’une  entre  ces  limites.  La  racine  dont 
il  s’agit  est  nécessairement  celle  qui  s’approche  le  plus 
de  la  quantité  f , et  que  nous  avons  désignée  par  a. 
D’autre  part,  comme  la  fraction 
F (£-+- 

â ’ 

équivalente  au  second  des  deux  polynômes  (58),  est 
de  même  signe  que  le  premier  terme  de  ce  polynôme , 
savoir , 

* 

on  doit  en  conclure  que 

• r F(f)  et  F(|  + 2Gt) 

sont  deux  quantités’ de  signes  contraires  , et  que  la  racine 
a se  trouve  resserrée  entre  les  deux  limites 
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Quant  à la  seconde  partie  de  la  proposition  ci-dessus 
énoncée,  elle  est  une  conséquence  immédiate  du  scho- 
lie  2.c,  puisque  la  quantité  G restera  évidemment  infe- 
rieure [abstraction  faite  du  signe]  au  polynôme  (62), 
c’est-à-dire,  au  développement  de  F , (ç-(— 2 ) , tant  que 
la  valeur  numérique  de  z ne  surpassera  pits  celle  de  2 et, 
et  par  conséquent  inférieure  à la  quantité  Ft  (a)  qu  on 
déduit  de  en  posant 

s = a — 

II  suit  d’ailleurs  de  cette  seconde  partie  que  les  racines 
réelles  plus  grandes  que  a sont  toutes  supérieures  à la 
limite 

g 

(63)  a ,-t-  .(lAy»=r  » 

et  les  racines  réelles  plus  petites  que  a inférieures  à la 
limite 

(64)  G 


a 


(»*)" 


3.*  Problème.  Trouver  les  valeurs  aussi  appro- 
chées que  l’on  voudra  des  racines  réelles  de  l’équation 

(27). 

Solution.  On  commencera  par  déterminer,  à l’aide 
du  problème  précédent , deux  limites , l’une  en  plus  et 
l’autre  en  moins , de  chaque  racine  réelle  et  positive.  Sup- 
posons en  particulier  que  la  racine-  a soit  de  cette  espèce , 
et  désignons  par  x0 , X les  deux  limites  inférieure  et 
supérieure  à cette  racine.  Si  l’on  forme  deux  sommes  dif- 
férentes , la  première  avec  les  termes  positifs  du  polynôme 
F(x),  la  seconde  avec  les  tenues  négatifs  pris  en  signe 
contraire , celle  qui  sera  la  plus  petite  pour  x = xa  de- 
viendra la  plus  grande  pour  x = X.  Représentez  cette 
somme  par  ( x ) et  l’autre  par  x {x)-  Les  deux  fonctions 
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entières  P(x),  x(x)  jouiront  des  propriétés  énoncées 
dans  les  2*  et  3.*  théorèmes  ; et  par  suite,  si  la  fonction 
<p(x)  est  telle  qu'on  puisse  facilement  résoudre  les  équa- 
tions de  la  forme 

<p  ( x ) = constante , 

* 

les  formules  (7)  et  (16)  fourniront  immédiatement  des 
valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  la  racine  a.  C’est 
ce  qui  arrivera , par  exemple,  toutes  les  fois  que  la  fonc- 
tion <p  (x)  se  présentera  sous  la  forme 

B (x C)  — D , 

B,  C,  D étant  trois  nombres  entiers  quelconques , et 
n un  nombre  entier  égal  ou  inférieur  à m ; puisqu’alors  on 
obtiendra  les  termes  successifs  des  séries  (6)  et  ( 1 5 ) par 
des  extractions  de  racines  du  degré  n.  Si  la  fonction  <p(x) 
n’est  pas  de  la  forme  que  nous  venons  d’indiquer,  on 
pourra  facilement  i’y  ramener , en  ajoutant  aux  deux 
membres  de  l’équation 

9 (x)  = x(x) 

un  polynôme  entier  4(x)  dont  tous  les  termes  soient  po- 
sitifs. En  effet , il  est  clair  que  les  valeurs  de  <?  (x)  et  de 
jt(x),  modifiées  par  l’addition  d’un  semblable  polynôme, 
conserveront  toujours  les  mêmes  propriétés.  On  peut , au 
reste,  attribuer  au  polynôme  40r)  une  infinité  de  valeurs 
différentes.  Supposons , par  exemple , 

9 (x)  — x1  -f-  3 x1  -f-  8. 

La  valeur  de  <p (x) , modifiée  par  l’addition  du  polynôme 
4 {x),  deviendra 

(*+')’+7« 

si  l’on  suppose 

-4  (x)  = 3*;  . 
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eu  bien 

(*4-2)*, 

si  l’on  suppose 

4 ( x ) = 32;1  -+-  i2ar; 

&e. ...  Il  est  bon  de  remarquer  à ce  sujet , 1 .*  qu’on 
peut  toujours  choisir  la  fonction  entière  4 (#)  de  manière 
à obtenir  l’unité  pour  le  nombre  B,  2.0  que  dans  beau- 
coup de  cas,  l’un  des  nombres  C , D se  trouvera  réduit 

^ t 

a zéro. 

Après  avoir  déterminé  par  la  méthode  précédente  les 
racines  réelles  et  positives  de  l’équation  ( 27  ) , il  suffira 
évidemment  pour  obtenir  ses  racines  négatives  de  chercher 
par  la  même  méthode  les  racines  positives  de  l'équation 


V 5)  F(  — *)  = o. 


SCHOLIE.  Outre  la  méthode  d’approximation  que 
nous  venons  d’indiquer , il  en  existe  plusieurs  autres 
parmi  lesquelles  on  doit  remarquer  celle  de  Newton.  Elle 
suppose  que  l’on  connaît  déjà  une  valeur  approchée  £ de 
la  racine  que  l’on  cherche , et  consiste  à prendre  pour 
correction  de  cette  valeur  la  quantité  et  déterminée  par 
l’équation 


(5  S) 


Toutefois , cette  dernière  méthode  n’étant  pas  toujours 
applicable , il  importe  d’examiner  dans  quels  cas  on  peut 
l’employer.  Nous  allons  établir  à ce  sujet  les  propositions 
suivantes. 


4.*  THÉORÈME.  Supposons  que , a désignant  l’une 
quelconque  des  racines  réelles  positives  ou  négatives 
de  l’équation  (27) , et  £ une  valeur  approchée  de 
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cette,  racine,  on  détermine  et  par  le  moyen  de  T équation 
( 55) . Si  ce  est  assez  petit  [abstraction  faite  du  signe ] 
pour  que  dans  le  polynôme  (5(>)  la  valeur  numérique 
du  premier  terme  surpasse  la  somme  des  valeurs  numé- 
riques de  tous  les  autres , alors  des  deux  quantités 

! H-  * 

la  seconde  sera  plus  approchée  de  a que  la  première. 

Démonstration.  Nous  avons  déjà  vu  [2.*probI. , 
scholie  4 ] que , dans  l’hypothèse  admise , la  racine  a se 
trouve  seule  renfermée  entre  les  limites 


!»  % -h  2 et. 

Cela  posé,  si  l’on  prend 

(66)  a = £ 2 , - 

z sera  une  quantité  comprise  entre  les  limites  o,  20, , et 
propre  à vérifier  l’équation 

F(M-z)  = o, 

ou , ce  qui  revient  au  même , la  suivante , 

(67)  F(£)-4-zFI(|)H-z1Fa(!)-d-&  c...  = o. 

• 1 • • * ' • • 


Si  maintenant  on  fait  pour  plus  de  commodité 


F,  (!) 


et  que  l’on  ait  égard  à la  formule  (j  5),  l’équation  (67) 
deviendra 

(69)  z=<L-\-  qz \ p 

On  aura  par  suite 

(70)  a = £-hz  = %-hcL-h  qz*  ; 


d’où  il  résulte  qu’en  prenant  au  lieu  de  f pour 
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valeur  approchée  de  a,  on  commettra  une  erreur  égale 
non  plus  à la  valeur  numérique  de  z,  mais  à celle  de 
ÿ3l.  D'ailleurs,  le  polynôme (j 6)  étant  de  même  signe 
que  son  premier  terme  Ft  (|)  , les  deux  polynômes 

I ©— *(2 “)*’,(?)— 2 0*>F; (£)—  . . = (i-t-4 «î).F,(|) 

jouiront  évidemment  de  la  meme  propriété  ; ce  qui  exige 
que  la  valeur  numérique  de  2 et  q,  et  à fortiori  celle  de 
fz,  restent  inférieures  à j.  On  en  conclura  immédiate-  - 
ment  que  la  valeur  numérique  de  q zz  est  inférieure  à 
celle  de  -z.  Ainsi  des  deux  erreurs  que  l’on  commet  en 
prenant 

| et  £ -h  et 

pour  valeurs  approchées  de  o,  la  seconde  est  plus  petite 
que  la  moitié  de  la  première. 

SCHOLIE  1."  Comme  on  tire  de  l’équation  (69) 


CL 


et  que  la  valeur  numérique  de  qz  est  inférieure  à 4- , on 
est  assuré  que  la  valeur  de  z restera  toujours  comprise 
entre  les  limites 


. Scholie  2’  En  résolvant  l’équation  (69)  comme  si 
la  valeur  de  q était  connue , on  trouve 

* ;/i — 4.  & <7  2 et 

2 9 1 -h  V *«i 

Le  radical  y''  ,—4 aç  est  ici  affecté  d’un  double  signe. 
Mais , puisque  la  valeur  de  z doit  rester  plus  petite  que 
celle  de  2 et,  il  est  clair  qu’on  devra  préférer  le  signe 
inférieur.  On  aura  donc 

TOM.  I.  ii 
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(72)  s= ±4=^. 

s 

Cela  posé,  » l’on  nomme  q0,  Q,  deux  limites  dont  l’une 
soit  inférieure  et  iautre  supérieure  à la  quantité  q déter- 
minée par  la  formule  (68),  on  conclura  de  l'équation 
(72),  que  la  valeur  exacte  de  z est  comprise  entre  les 
deux  expressions 

, V 2 CL  2 a 

(7  3) 


1 -h 


1 ^hy'  i - 


Par  conséquent  cette  valeur  renfermera  tous  les  chiffres 
décimaux  communs  aux  deux  expressions  réduites  en 
nombres. 

SCHOLIE  q.’  Supposons  que  des  deux  quantités  qa , Q 
la  seconde  ait  la  plus  grande  valeur  numérique , et  que 
cette  valeur  numérique  soit  inférieure  à l’unité.  Alors,  si 
la  différence  a — £ = z est  [ abstraction  faite  du  signe  J 
plus  petite  qu’une  unité  décimale  de  l’ordre  n , c’est-à-dire, 
si  l’on  a 


(74) 

la  différence 


val.  num. 


a — (|  -h <*-)  = qz1 


sera  plus  petite  [abstraction  faite  du  signe]  qu’une  unité 
décimale  de  l'ordre  2 n ; en  sorte  qu’on  trouvera 


(7  5) 


val.  num.  qz 1 


Ainsi , en  prenant  Ç-J-ct  au  lieu  de  jj  pour  valeur  appro- 
chée de  la  racine  a , on  doublera  le  nombre  des  décimales 
exactes. 

Si  l’on  supposait  la  valeur  numérique  de  Q inférieure 
non-seulement  à l’unité , mais  encore  à o , 1 , on  conclu- 
rait de  la  formule  (74) 


Digitized  by  Google 


NOTF,  m. 


499 


val.  nnm.  qz * 


Plus  généralement,  si  l’on  suppose  cette  valeur  numé- 
rique inférieure  à > r désignant  un  nombre  entier 

quelconque,  la  formule  (74)  entraînera  la  suivante. 


val.  iium.  qz1 


Enfin,  si  la  valeur  de  Q est  supérieure  à l’unité, 
inférieure  à (10)'',  on  trouvera 


(77) 


val  nnm. 


mais 


Schoue  4.'  L’erreur  que  l’on  commet  en  prenant 
£-Ht  pour  valeur  approchée  de  a , ou  la  valeur  numé- 
rique du  produit  qz 1 peut  elle  - même  se  calculer  par 
approximation.  En  effet,  si  l’on  a égard  à l’équation  (69), 
on  trouvera  * , 


qz1  — qiet-hqz1)'  = qct1  -+-  (2  cL)q*  z1  -f-  q'  z4. 
Or , supposons  la  valeur  numérique  de  2 a , par  consé- 
quent celle  de  2 , inférieure  à (-^7)  , et  la  valeur  nu- 
mérique de  0 , par  conséquent  celle  de  q , inférieure  à 
(io)*r  ; n et  r désignant  deux  nombres  entiers.  On  aura 
évidemment 


(I  \Jn±Ir 

, 


et 


1 \4n±}>- 


val.  num.  q'  z*  < 

De  plus,  si  la  valeur  numérique  de  la  fraction 

(78)  fi  (g) (g) 


fi  (|) 


Ii 
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est  reconnue  inférieure  à (io)T' , s désignant  encore 
un  nombre  entier,  on  pourra  prendre 

_ JHÏL 

K <{) 

pour  valeur  approchée  du  ternie  y a.1 , sans  craindre  une 
erreur  plus  considérable  que 


• t . F*  (P) 

Par  suite,  si  l’on  choisit  %-\-cL  — cü1  , au  lieu 

I 

de  ç-+-cL , pour  valeur  approchée  de  la  racine  a,  c’est- 
à-dire  , si  l’on  pose 

(79)  « = et  — ce1  « 


l’erreur  commise  sur  la  racine  n’affectera  plus  que  les 
unités  décimales  de  l’ordre  marqué  par  le  plus  grand  des 
trois  nombres 

I ' 

3 « ± « , 31!  ± 2r,  4»  ± 3 r. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  valeur  numérique  de  Q est 
inférieure  à , et  celle  de  la  fraction  (78)  à 

nouvelle  erreur  devient  plus  petite  que 

: c.r-  v; 

Il  suffit  donc  alors  de  substituer  le  second  membre  de 
l’équation  (79)  à la  quantité  £ pour  tripler  le  nombre 
des  chiffres  décimaux  exacts  dans  la  valeur  approchée  de 
a.  C’est  ce  qui  arrive  encore,  à très-peu  près,  quand  le 
nombre  n devient  très  - considérable.  Ces  résultats  sont 
conformes  à ceux  que  M.  Nicholson  a obtenus  dans  un 
ouvrage  récemment  publié  à Londres , et  qui  a pour  titre  : 
Essay  on  involulion  and  évolution , frc. 
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5.e  THÉORÈME.  Les  mêmes  choses  étant  posées  que 
dans  le  théorème  précédent , concevons  que  le  premier 
terme  du  polynôme  (06)  , c'est-à-dire , du  polynôme 
qui  représejite  le  développement  de  Fx(%-h  za) , ait 
une  valeur  numérique  supérieure  non-seulement  à la 
somme  des  valeurs  numériques  de  tous  les  autres, 
termes , mais  encore  au  double  de  cette  somme.  Alors, 
si  l’on  désigne  par  % t une  quantité  comprise  entre  les  « 
limites 

Ç , 2<L, 


la  seconde  des  deux  quantités 


**(*.) 

sera  plus  approchée  <J,e  a que  la  première. 


Démonstration.  Pour  établir  la  proposition  quon 
vient  dénoncer,  il  suffit  de  faire  voir  que  la  valeur  nu- 
mérique de  la  différence 


« — I, 


est  supérieure  à celle  de 


F (S.) 

F,(l) 


']  = («-?,) 


FAÏA  ’ 


®u , ce  qui  revient  au  même , que  la  fraction 

c f t \ F (a)  F(%,) 



r.  U.) 

a une  valeur  numérique  inférieure  à l’unité.  Représentons 
par  cette  même  fraction.  11  suffira  de  prouver  que 
v — u et  v -t-  u , 
c’est-à-dire,  en  d’autres  ternies  , 
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£02 

(80) 


F{ 


■ni) 


-l 


et  zS'.tf,)  — 


F(a)  — F(%,) 

a~l 


sont  deux  expressions  de  même  signe.  Or , si  i on  fait 
(81)  a = Ç- 4- z et 


\ 


z et  C seront  deux  quantités  de  même  signe  comprises 
entre  les  limites  o , 2 et  ; et  les  expressions  (80),  après 
le  développement  des  fonctions 

F(f,- +-C),  F,(|  + C), 

deviendront  respectivement 

F,  (l  -4-  (ff  ■+-  *)  Fx  (?)  -t-  (f1  -f-  Ç»  -4-  *•)  F}  (?)  -+-  &c 

Fi  (|)  — (£-+■*— 40F,($)  — (C'-t-£*-t-as— <s£*)  Fy(l)  - &c... 
Comme  , dans  chacun  de  ces  dernière  polynômes  , le 
coefficient  de  F„  (Ç)  a une  valetfr  numérique  évidem- 
ment inférieure  à celle  de  l’une  des  quantités 

h—  1 jon  — 1 

n z y 2 n C , 


et  par  conséquent  au  double  de  la  valeur  numérique  du 
produit 

ll(2CL)n-\ 


il  est  clair  qu’ils  seront  l’un  et  l’autre  de  même  signe  que 
F,(Z)>  s‘  l*1  condition  énoncée  dans  le  5 .*  théorème  se 
trouve  remplie.  Donc , &c. ... 

SCHOLIE  i.rr  Les  erreurs  commises  lorsqu'on  prend 
successivement 


et  •— 


Fil) 

77717) 


pour  valeurs  approchées  de  la  racine  a , sont  respective- 
ment égales  aux  valeurs  numériques  des  deux  quantités 

: . UM. 


<*—  I.  ct 


a 
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On  trouvera  d’ailleurs  , en  ayant  égard 

aux  formules  (8 1 ), 

(82) 

a — —z — C, 

et  - 

a - 

, F (P  > 

ï.dy  ~~a 

*•.  (?.)  , 

F(S-t-a)-f(S-*-g) 


F.(g-t-C) 
puis,  en  développant  les  fonctions 

F(e-h=),  F(£  + C),  F,(H-C), 


(*3) 

(-  C) 


« — I.  H- 


f (H.) 


*'.(&) 

i F,  (S)H-(2-t-tg)F}(^)-i-(z>4-2g^}C>)F4(aH-  fcc. 


Cela  posé , concevons  que , pour  toutes  les  valeurs  de  (T 
et  de  z comprises  entre  o et  2 ce , la  valeur  numérique 
du  polynôme 

(»4)  F,  (8  ■+■  F,(D  -4-  ( ® + 
reste  inférieure  à la  limite  3/,  et  celle  du  polynôme 

(85)  F,  (É)  -1-  2 C F,  (?)  -H  3 C*  F,  (|)  -H  &c. . . . 

supérieure  à la  limite  N.  Si  l’on  a 


(86) 

-,  et 

(87) 


val. 


num. 


(s  — f)  < (■— ) 


M , r 

! y < ( 10  ) 


n et  r désignant  deux  nombres  entiers  quelconqnes  , on 
conclura  de  l’équation  (83)  , 

(88)  val.  num.  (a  — 
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II  est  essentiel  de  remarquer  que  , pour  obtenir  des 
valeurs  convenables  de  M et  de  N , il  suflit , i.°  de  rem- 
placer dans  le  polynôme  (84)  s et  C par  2 ot , puis  de 
calculer  la  somme  des  valeurs  numériques  de  tous  les 
termes,  2.0  de  remplacer  dans  le  polynôme  (85)  C par 
2 et , et  de  chercher  ensuite  la  différence  entre  la  valeur 
numérique  du  premier  terme  , et  la  somme  des  valeurs 
numériques  de  tous  les  autres. 

SCHOLIE  2 .'  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans 
le  5.'  théorème,  si  l’on  fait  successivement 


£.=?- 


r (g) 

f.®  ’ 

rg>) 

?T(| 7) 


&c. 


7’ (g.) 


les  quantités  &c...  seront  des  valeurs  de  plus 

en  plus  approchées  de  la  racine  a.  Si  d’ailleurs  on  attri- 
bue aux  nombres  M et  N les  mêmes  valeurs  que  dans 
le  scholie  i.cr,  alors,  en  supposant 


val.  num.  ( a 
on  en  conclura 

val.  nutn.  ( a 

val.  num.  (a- 


„ I 


val.  num.  («■ 
&c, .... 


«■)  < (-tir) 

f.)  < (ir) 


r \ 4 r 
1 \ 8 «±7 r 


Ces  dernières  formules  renferment  la  proposition  énon- 
cée par  M.  Fourier  dans  le  Bulletin  de  la  Société  phi- 
lomatique ( livraison  de  mai  1818  ) , relativement  au 
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nombre  de  décimales  exactes  que  fournit  à chaque  opé- 
ration nouvelle  la  méthode  de  Newton. 

M 

Toutes  les  fois  que  la  fraction  est  inférieure  k 

l’unité , on  peut  prendre  r = o , et  par  suite  les  diffé- 
rences successives  entre  la  racine  a et  ses  valeurs  ap- 
prochées 

f , €.  > L,  I)  , &c 

sont  respectivement  plus  petites  que  les  nombres 


te)',  te)",  te)”,  te)". 


Donc  alors  le  nombre  des  décimales  exactes  se  trouve 
doublé  pour  le  moins  à chaque  opération  nouvelle. 

Les  recherches  précédentes  fournissent  plusieurs  mé- 
thodes de  résolution  pour  les  équations  numéricpies.  Afin 
de  faire  mieux  sentir  les  avantages  que  présentent  ces 
méthodes,  je  vais  les  appliquer  aux  deux  équations 


(9°) 

x1  — 2 x — j=o 

(9') 

x * — 7 X H-  7 = 0 

que  Lagrange  a choisies  pour  exemples  [ Résolution  des 
équations  numériques , chap.  IV  ] , et  dont  la  première 
a été  plus  anciennement  traitée  par  Newton. 

Si  nous  considérons  d’abord  l’équation  (90) , nous 
trouverons  [ j.e  théorème,  scholie  2]  quelle  a une  seule 
racine  positive  comprise  entre  les  deux  limites 


De  plus,  la  valeur  positive  de  x propre  à vérifier  l’équa- 
tion 

ir  + 5 = 2 5 
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satisfera  [ i problème , scholie  4 ] à la  condition 

2 / >7ix  < X>  , 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à la  suivante  , 
x > (4°)'*"  = 2,09.... 

La  racine  dont  il  s’agit  sera  donc  renfermée  entre  les 
nombres  2,09  et  2,1  5 ...  ; en  sorte  que  |a  valeur  ap- 
prochée à moins  d’un  dixième  près  sera  2, 1 . Pour  ob- 
tenir une  valeur  plus  exacte,  nous  observerons  qu’on  a 
dans  le  cas  présent 

F (x)  = x}  — î x — ; , F,  (x)  = j x2  — 1 , F,  (x)  = j x , F ,(xj=i, 
* 

et  que,  si  l’on  prend 

.|=2,1, 

la  condition  énoncée  dans  le  4*'  théorème  sera  remplie. 
Cela  posé,  comme  on  tirera  de  l’équation  (55) 

cc  = YfZz J = — 0,00543*878...  , 

on  trouvera  pour  les  nouvelles  valeurs  approchées  de  l’in- 
connue x 


| -f-  et  = 2,094568  t 2 1 . . . , 

et 

f-J-ct— ((|  • =|-t-ct-{ti-^|r=2,094j  5*5  -*- 

Enfin , comme,  la  valeur  exacte  de  x étant  présentée  sous 
la  forme  x—%-\ -z,  z sera  une  quantité  comprise  entre  les 
limites  o , 2 et , et  que  par  suite  on  aura  évidemment 


MS-nf»  (E) 

/*,(?) 

F>  (E) 

F.  ($) 


-+-  = 
II,2J 

I 

11,23 


< 0,6  < 

< o,  1 , 


> 
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val.  num.  z = val.  num.  (et  H—  qz  ) 

< val.  num.  et  -j—  (2  et)"  val.  num.  q < 0,0  i , 

on  en  conclura  [ 4-'  théorème,  scholies  3 et  4]  (lu en 
prenant  N 

x = 2,094568  1 

on  commet  une  erreur  plus  petite  que  c,  000  1 , et  en 
prenant 

ec  = 2,0945515 

une  erreur  plus  petite  que  0,00000 1 . 

Au  lieu  d’employer  les  formules  générales,  on  pour- 
rait effectuer  le  calcul  de  la  manière  suivante.  Après 
avoir  trouvé  2 , 1 pour  la  valeur  approchée  de  x , on 
fera  dans  l’équation  (90) 

x ==  2 , 1 -4-  z ; 

et  I on  en  tirera , en  divisant  tous  les  termes  par  le  coef- 
ficient de  z , 

0,0054?  >878...  -f-  z -h  o,  560997328  ...zz 

0,089047  I 9 5 . . .S5  O , 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(93)  5 = — 0,005431878  ...  -t-  q Zz  , 
la  valeur  de  q étant  déterminée  par  la  formule 

(94)  q=z  — 0*560997328  ...  — 0,089047195  •••  S. 

Le  double  du  premier  terme  de  l’équation  (92)  est  à 
très-peu  près  0,01  ; et,  comme  le  premier  membre  de 
cette  équation  fournit  deux  résultats  de  signes  contraires , 
lorsqu’on  y fait  successivement 

5 = 0,  z = — 0,  0 l , 
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on  peut  affirmer  qu  elle  a une  racine  réelle  comprise  entre 
les  limites  o et  — 0,0  i . Pour  démontrer  que  cette  ra- 
cine est  unique , il  sullit  d’observer  qu'en  vertu  de  la  for- 
mule (60)  l’équation 

F,  (2,1  -4-  z)  — o 

se  réduit  à 

i -+-2x0,560997  3 2 8..  .z-\~  3x0,  o S 9047 195  = 

et  que  cette  dernière  ne  saurait  être  vérifiée  par  aucune 
valeur  de  z renfermée  entre  les  limites  dont  il  s’agit.  De 
plus,  il  est  clair  que,  pour  une  semblable  valeur  de  z, 
la  quantité  q déterminée  par  la  formule  (94)  reste  com- 
prise entre  — 0,560  et  — 0,561  ; et,  comme  on  tire 
de  l’équation  (93) 

3 = — 0,00543  t 878  .. — 0,000029505  ..( — q) 
— 0,000000320  ...  ( — q)1  — &c. . . . , 
on  en  conclura,  1 ."  en  supposant  — q = o, 5 60 

• , J 

z = — 0,005448  50  . . . . , 

2*  en  supposant  — q = o,  5 6 1 

3 = — 0,00544853 

Par  suite , la  valeur  réelle  et  positive  de  x propre  à vé- 
rifier l’équation  (90)  sera  comprise  entre  les  limites 

2,1  — 0,00544850  = 2,09455  1 50 
et 

2,1  — 0,00544854  ==  2,09455 146. 

Cette  équation  a donc  une  racine  positive  unique  à très- 
peu  près  égale  à 

2,0945515. 
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U est  d’ailleurs  facile  de  s’assurer  qu’elle  n’a  point  de  ra- 
cines négatives.  Car,  si  elle  en  avait  une  seule,  on  pour- 
rait satisfaire  par  une  valeur  positive  de  x à la  formule 

(96)  — 2x  -J-  5 = o ; 

et  cette  valeur  de  x [voyez  le  scholie  5 du  1 ."  problème] 
serait  en  même  temps  inférieure  à la  racine  positive  de 
l’équation 

, X 5 2 X = O , 

c’est-à-dire  , à 

V * = 1,4 1 4 • • • > 

et  supérieure  à la  racine  de  l’équation 

* • « » . V . *•  tt 

J — 2 X = O , 

c’est-à-dire  , à 


ce  qui  est  absurde. 

Passons  maintenant  à l’équation  (91)»  et  cherchons 
en  premier  lieu  ses  racines  positives.  Pour  avoir  une  limite 
supérieure  aux  racines  de  cette  espèce , il  suffira  d’obser- 
ver que,  l'équation  dont  il  s’agit  pouvant  se  mettre  sou* 
la  forme 

t 

x’  H-  7 = 7 x , 

on  en  tire  [ 1 problème , scholie  4 ] > en  supposant  x 
positif  # 

2 y/7  x}  < 7 x , 

et  par  suite 

_ . 7 

* < T' 

On  peut  donc  prendre  — pour  une  valeur  approchée  de 
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la  plus  grande  racine  positive.  Cela  posé,  si  l’on  fait  clans 
l'équation  (9  1 ) 


on  trouvera 

(97)  o»o  5 H- ; -f- 2,4o . s1  + = o , 
ou , ce  cjui  revient  au  même , 

(98)  s = — 0,05  -\-  <j  z~  , 

la  valeur  de  q étant  déterminée  par  la  formule 

(99)  ry  = — 2,4o 

Le  double  du  premier  terme  de  l’équation  (97)  est  0, 1 ; 
et,  comme  le  premier  membre  de  celte  équation  change 
de  signe  lorsqu’on  passe  de  z=o  à z = — 0,1  , tandis 
que  le  polynôme 

1 -4-  2 x 2,4°  3 î x s1 

> 70 

reste  constamment  positif  dans  cet  intervalle,  il  en  résulte 
quelle  a une  racine  réelle  , mais  une  seule  , comprise 
entre  les  limites  o et  — o,  1.  La  valeur  correspondante 
de  q est  évidemment  renfermée  entre  les  deux  quantités 

-S-  2,354.  , 2,4°  ; 

et  l’on  tire  d’ailleurs  de  l’équation  (98) 

(,  = _ ^ ‘ 

| 1 “H  y/  ( 1 —H  O , Z . q ) * 

(IOO)\  = — 0,05 — 0,002  j ( — q) — 0,0002  5 ( — q)1- 

I — 0,000031 25  ( — q y — &c 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  fait  successivement 
q — — 2,  )j4,  q = 2,40, 
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on  trouvera  pour  les  valeurs  correspondantes  de  z 
z — — ©,05788...,  2“  — 0,05810...; 

et  l'on  en  conclura  que  la  plus  grande  racine  positive  de 

l’équation  proposée  est  renfermée  entre  les  limites 
, / 

o,  05788  ...  = 1, 69211 

et 

— o, 05810  ...  = 1, 69  189  .... 

Donc , si  l’on  appelle  a cette  plus  grande  racine,  sa  valeur 
approchée  à onze  cent -millièmes  près  sera  donnée  par 
la  formule 

(1  o 1)  a = 1 , 6920. 

En  partant  de  cette  première  valeur  approchée,  on  pourra 
par  une  seule  opération  en  obtenir  une  seconde  dans  la- 
quelle l’erreur  ne  portera  plus  que  sur  les  décimales  du 
douzième  ordre. 

Outre  la  racine  a que  nous  venons  de  considérer,  l’é- 
quation (91)  admet  évidemment  une  racine  négative 
égale  [au  signe  près]  à la  racine  positive  unique  de  l’éi 
quation 

(102)  x} — yx — 7 = o, 

et  par  conséquent  renfermée  [3/  théorème,  scholie  2 ] 
entre  les  limites 

— />4=  — 3,7416...  et  — {/ 14  = — 2, 4 1 . • . 

• 

Nommons  c la  racine  négative  dont  il  s’agit.  La  troisième 
racine  b de  l’équation  (9  1)  sera  évidemment  réelle  et  po- 
sitive, puisque  le  produit  abc  des  trois  racines  doit  être 
équivalent  au  dernier  terme  pris  en  signe  contraire,  c’est- 
à-dire,  à — 7.  Déterminons  à présent  cette  troisième  ra- 
cine. Pour  y parvenir,  on  cherchera  d’abord  un  nombre 
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G égal  ou  inférieur  à la  valeur  numérique  de  F,  (a  ) . 
Or , puisqu  on  a dans  le  cas  présent 

’ F (*)  = — 7X  -H  7 , 

F.(*)  = î«*  — 7> 

on  en  conclura 

F,  (a)  = 3«*  — 7- 
On  pourra  donc  prendre 

G=  3(  t, <?9  1 89 )z  — 7 = i,  5874  . . .. 

D ailleurs,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  on  a encore 

«<1,6922,  — c,<  3,7417, 

et  par  suite 


a — c < 5,4339- 

Cela  posé,  on  trouvera  [2.*  problème,  schoiie  2] 


G 


_ 5874 

> : = o,  292  1 2 ...  ; 


a — b > 

5*4339 

et  l’on  aura  en  conséquence 

b < 1,69211  ...  — 0,29214  ...  < i,4°- 


Après  avoir  reconnu,  comme  on  vient  de  le  faire,  que 
la  racine  b est  inférieure  à la  limite  1 ,4o , on  supposera 

X — 1 , 4o  Z. 

L’équation  (9  1 ) donnera  dans  cette  hypothèse 
.(103)  0,05  -Hz  — 3,75  .21  — = o, 

ou  j ce  qui  revient  au  même, 

,(98)  Z — C,G5  -h  qz\ 

la  valeur  de  q étant  déterminée  par  la  formule 
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(io4)  *y  = 3» 75  H-tï-2- 

Le  double  du  premier  terme  de  I équation  (>03)  est 
o,  1 ^ et,  comme  le  premier  membre  de  cette  équation 
change  de  signe  lorsqu’on  passe  de  z=0  à z= — 0,1  ,5 
tandis  que  le  polynôme 

1 — 2 x 3, 75. z — 3 x -if  z1 

reste  constamment  positif  dans  l’intervalle,  il  en  résulte 
quelle  a une  seule  racine  réelle  comprise  entre  les  limites 
o , — 0,1.  La  valeur  correspondante  de  q est  évidem- 
ment renfermée  entre  les  deux  quantités 

3,65  et  3,73. 


En  substituant  successivement  ces  deux  quantités  à la 
place  de  la  lettre  q dans  l’équation  (100)  , on  obtiendra 
deux  nouvelles  limites  de  l’inconnue  z,  savoir. 


O .■ 


= 0,04317 


et 

i-wTr^  = °>°43°5  • • • J 

puis  l’on  en  conclura  que  la  racine  positive  b 
prise  entre 


est  com- 


i,4o  — 0,043  17  •••  = 1, 35682  ... 
et 


i,4o  — 0,04303  . . . = 1,  35694 

On  obtiendra  donc  la  valeur  approchée  de  cette  racine  k 
un  dix-millième  près , si  l’on  prend 

(105)  b = i,  3569. 

Quant  à la  racine  négative  c de  l’équation  (91),  nous 
savons  déjà  quelle  est  comprise  entre  les  limites 

TOM.  1.  Kk 
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— 3,74i6...  et  — 2,4.1... 

On  aura  donc  sa  valeur  approchée  à une  unité  près  , si 
on  la  suppose  égale  à — 3 . Cela  posé , faisons  dans  l’é- 
quation (91)  , 

X — — 3 -f -Z. 

• On  trouvera 

(106)  0,05-hs  — 0,45  .3*-|-o,oj  .3*  ==  o ; 
ou , ce  qui  revient  au  même , 

(98)  % = — 0,05  -hqz', 

la  valeur  de  q étant  déterminée  par  la  formule 

(107)  q — o, 4f  — o,oj  .3. 

De  plus , on  reconnaîtra  facilement  1 .°  que  l’équation 
( 1 06)  a une  racine  réelle  , mais  une  seule  , comprise 
entre  les  limites  o , — o,  1 ; 2.*  que  la  valeur  correspon- 
dante de  q est  renfermée  entre  les  deux  nombres 

°,4j  » J ; 


3."  que  ces  deux  nombres  substitués  à la  place  de  la  lettre  q 
dans  l’équation  (100)  fournissent  deux  nouvelles  valeurs 
approchées  de  3,  savoir. 


0,1  , „ 

- = — 0,048922  ... 


et 


=r  — 0,o4?0  tl  ... 

1 H- y «.«91  ' 

Par  suite , la  valeur  approcliée  de  c à un  cent-millième 
près  sera 

.(108)  c— — 3,04892. 

Au  reste,  on  aurait  pu  déduire  immédiatement  la  valeur 
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approchée  de  c des  formules  (101)  et  (105).  En  effet, 
puisque  dans  l’équation  (9 1)  le  coefficient  de  x 1 se  réduit 
à zéro,  on  en  conclut 

a _j_  l _j_  c = o , 
c = — a — b ; 
et  par  conséquent , à très-peu  près , 

c = — (1,6920+  1,3569)  = — 3,0489. 

Pour  terminer  cette  note,  nous  présenterons  ici  deux 
théorèmes  dont  le  second  comprend  la  règle  énoncée  par 
Descartes  relativement  à la  détermination  du  nombre  des 
racines  positives  ou  négatives  qui  appartiennent  à une 
équation  de  degré  quelconque.  Dans  ce  dessein  , nous 
allons  tl’abord  examiner  le  nombre  des  variations  et  des 
permanences  de  signes  que  peut  offrir  une  suite  de  quan- 
tités , lorsqu’on  suppose  les  différens  termes  de  cette  suite 
comparés  l’un  à l’autre,  dans  l’ordre  où  ils  se  succèdent. 

Soit  . • ...  • 

(109)  aB,  a, , s,,  . . . «m_,  , 

la  suite  que  l’on  considère , composée  de  m -+- 1 termes. 
Si  aucun  de  ces  termes  ne  se  réduit  à zéro,  le  nombre  des 
variations  de  signe  qu’on  obtiendra  en  les  comparant  deux 
à deux,  dans  l’ordre  où  ils  se  succèdent,  sera  complète- 
ment déterminé.  Mais,  si  quelques  termes  se  réduisent  à 
zéro , comme  on  pourra , dans  cette  hypothèse , fixer  ar- 
bitrairement le  signe  de  chacun  d’entre  eux , le  nombre 
des  variations  de  signe  dépendra  de  cette  fixation  même  , 
de  manière  cependant  à ne  pouvoir  s’abaisser  au-dessous 
d’un  certain  minimum , ni  s’élever  au-dessus  d’un  certain 
maximum.  Une  semblable  remarque  peut  être  faite  sur  le 
nombre  des  permanences  de  signe.  Ajoutons  que,  pour 
obtenir  le  nombre  maximum  des  variations  de  signe  „ il 

Kk* 
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suffit  de  considérer  chaque  terme  qui  s’évanouit  comme 
affecté  d’un  signe  contraire  à celui  du  terme  précédent. 
Concevons , par  exemple , que  la  suite  ( 1 09)  se  compose 
des  quatre  termes 

-4-  I , O , O , I . 

Le  premier  de  ces  termes  étant  positif,  on  obtiendra  le 
nombre  maximum  des  variations  de  signe,  en  considérant 
le  second  terme  comme  négatif,  et  le  troisième  comme 
positif,  ou , ce  qui  revient  au  même , en  écrivant 

•+•  I y " O y *4*  O y 1 I • 

Par  suite , dans  ce  cas  particulier , le  nombre  maximum 
dont  il  s’agit  sera  égal  à j.  On  aurait  obtenu  au  contraire 
le  nombre  minimum  des  variations  de  signe , égal  à l’unité, 
en  affectant  chaque  terme  nul  d’un  signe  semblable  à celui 
du  terme  précédent,  c’est-à-dire,  en  écrivant 

-4-  l , *4“  O , ■"+"■  O , — 1 . 

Ces  principes  étant  admis,  on  établira  sans  difficulté  les 
propositions  suivantes. 

6.'  Théorème.  Supposons  que , la  constante  h étant 
réelle  et  positive , on  multiplie  le  polynôme 

iio)  a0x m-y-a,x  -y-a^  -4 -••■-*-am_ix-t-am 

par  le  facteur  linéaire  x -4-  h . Cette  multiplication 
ri  augmentera  pas  le  nombre  maximum  des  variations 
de  signe  entre  les  coefficiens  successifs  des  puissances 
descendantes  de  la  variable  x. 

DÉMONSTRATION.  En  multipliant  le  polynome(i  1 o) 
par  x~\ -h , on  obtient  un  nouveau  polynôme  dans  lequel 
les  puissances  descendantes  de  la  variable  ont  pour  coef- 
ficiens respectifs  les  quantités 

(1 1 1}  av , a^-yha,, , at-y~ha,  -, ...  am-+-ham_l , ham.  . 
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H suffira  donc  de  prouver  que  le  nombre  des  variations 
de  signe  ne  croit  pas  dans  le  passage  de  la  suite  ( 1 09)  à 
la  suite  (111),  lorsqu’on  a porte  ce  nombre  au  maximum 
dans  l’une  et  l’autre  suite,  en  affectant  chaque  terme  qui 
s’évanouit  d’un  signe  contraire  à celui  du  terme  précédent. 
Or,  je  dis  en  premier  lieu  que,  les  signes  étant  fixés 
d’après  celte  règle,  chaque  terme  de  la  suite  (1  1 i)*  re- 
présenté par  un  binôme  de  la  forme 

a -4-  ha  , 

prendra  le  même  signe  que  l’un  des  termes  an,  an  l de  la 
suite  ( 1 09).  Cette  assertion  est  également  évidente  dans 
les  deux  cas  qui  peuvent  se  présenter,  savoir,'  1.* lorsque 
les  deux  termes  an  i , an  sont  originairement , ou  en  vertu 
de  la  règle  adoptée , affectés  de  signes  contraires  , par 
exemple,  lorsque  a*  s’évanouit;  2*  lorsque,  an  ayant 
une  valeur  différente  de  zéro,  a est  affecté  du  même 
signe  que  an.  En  conséquence,  si  l’on  attribue  aux  quan- 
tités . 

: ; : . t\j 

( 1 1 ha0 , h a 1 , h n, , h a ^ ^ , h a m 

les  mêmes  signes  qu’aux  termes  correspondans  de  la  suite 
( 1 09) , on  pourra , sans  altérer  en  aucune  manière  la  suc- 
cession des  signes  dans  la  suite  ( 1 1 1 ) , y remplacer  chaque 
binôme  de  la  forme 

a -4-  ha  1 

n ■ - n—  t 

par  l’un  des  deux  monomes  an , ha n i.  En  opérant  ainsi, 
on  obtiendra  une  nouvelle  suite  dans  laquelle  chaque 
terme  de  la  forme  a se  trouvera  suivi  d’un  autre  terme 

n 

égal , soit  au  monome  an+t , soit  au  monome  ha n qui  est 
la  seconde  partie  du  binôme  an+i  -J-  han,  tandis  que 
chaque  terme  delà  forme  han  se  trouvera  suivi  du  monome 
hat^t , ou  du  monome  vqui  est  la  première  partie 
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du  irinome  Cela  posé,  concevons  que  dans 

la  nouvelle  suite  on  distingue , i .*  chaque  tenne  de  la 
forme  b>  auquel  succède  un  autre  terme  de  la  forme 
han , 2.*  chaque  terme  de  la  forme  h a auquel  succède 
un  autre  terme  de  la  forme  aj+i  ; et  soient  respectivement 

ttj  y ïl(lu  y CCr  y II  Q,  w y ÔtC«  * * . 

les  différens  termes  de  l une  et  l’autre  espece  rangés  d’après 
l’ordre  de  grandeur  des  indices  qui  affectent  la  lettre  a: 
La  nouvelle  suite , composée  des  monomes 

®OI  ^I>  •••  ®«4-î)  •••  ®f( 

Il  O,  y IlOv+,  y • ••  Il(lWy  Or  + yy  (l  „ , Ç j , &C...  il  Cl  y,  y 

ne  présentera  évidemment  que  des  variations  de  signe 
propres  à la  suite( i o<p)avec  celles  qui  peuvent  naître  dans 
le  passage  de  h a,  à a,+3 , de  hciv  à , &c.„  D’ailleurs 
il  est  aisé  de  voir  que , si  les  deux  quantités 

kau  et  av+t, 
ou , ce  qui  revient  au  même , 

Cu  et  aH+i 

sont  affectées  de  signes  contraires,  la  variation  de  signe 
correspondante  ne  fera  que  remplacer  une  autre  variation 
de  signe  propre  à la  suite  ( 1 09) , savoir , celle  qui  avait 
lieu  entre  le  terme  a . et  l’un  des  deux  termes  a , a 
Une  remarque  toute  semblable  s’applique  au  cas  où  les 
monomes  kaa.,  sont  affectés  de  signfes  contraires} 
&c....  On  peut  donc  conclure  que  le  nombre  maximum  ' 
des  variations  de  signe  n’augmente  pas,  lorsqu’on  passe  de 
la  suite  ( 109)  à la  suite  (1  1 3),  et  par  conséquent  à la 
suite  ( 1 1 1 ) ; ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  Si  l’on  multiplie  le  polynôme  (1  io) 
par  plusieurs  facteurs  linéaires  de  la  forme 
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x -+-A,  x-+-h',  x-h-h",  fcc...’.,' 

h,  h!,  h", désignant  des  quantités  positives,  on 

n’augmentera  pas  le  nombre  maximum  des  variations  de 
signe  entre  les  coefficiens  successifs  des  puissances  descen- 
dantes de  la  variable  x. 

7/  Théorème.  Soient,  pour  le  polynôme 

(no)  F (x)  = aoxm-\~a , a;  1 , 

m'  le  nombre  minimum  des  permanences  de  signe , et 
m"  le  nombre  minimum  des  variations  de  signe  entre 
les  coefficiens  successifs  des  puissances  descendantes 
de  x.  Alors  dans  l’équation 

(n4)  F(x)  = o 

le  nombre  des  racines  négatives  sera  égal  ou  inférieur 
à m' , le  nombre  des  racines  jwsitives  égal  ou  infé- 
rieur à m" , et  le  nombre  des  racines  imaginaires  égal 
ou  supérieur  à la  différence 

m — (w  mH).  ' ' 

% , 

DÉMONSTRATION.  Pour  établir  la  première  partie 
du  théorème,  j’observe  que,,  si  l’on  appelle  h,  h',  h",.... 
les  racines  négatives  de  l’équation  (n4)*  le  polynôme 
F (x)  sera  divisible  par  le  produit 

-t-  A ) ( Æ -I-  A')  ( X -t-  A"-)  .... 

Nommons  <3  le  quotient.  D’après  le  corollaire  du  théo- 
rème précédent , le  nombre  maximum  des  variations 
de  signe  dans  le  polynôme  FÇx)  sera  égal  ou  inférieur 
au  nombre  maximum  de  ces  variations  dans  le  polynôme 
Q , et  par  conséquent  au  degré  de  ce  dernier  polynôme. 
Par  suite,  le  nombre  minimum  des  permanences  de  signe 
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dans  le  polynôme  F(x)  sera  égal  ou  supérieur  à la  diffé- 
rence entre  le  nombre  m et  le  degré  du  polynôme  Q, 
c’est-à-dire,  au  nombre  des  racines  réelles  et  négatives 
de  l’équation 

( 1 1 4-)  F (x)  = o. 

Pour  démontrer  la  seconde  partie  du  7.'  théorème,  il 
suffira  de  remarquer  qu'en  écrivant  — x au  lieu  de  x 
dans  l’équation(i  !<£)>  on  change  à-Ia-fois  les  racines  po- 
sitives en  négatives,  les  variations  de  signe  en  perma- 
nences, et  réciproquement. 

Enfin , comme  cette  équation , étant  du  degré  m , doit 
avoir  m racines  réelles  ou  imaginaires,  il  est  clair  que 
la  troisième  partie  du  théorème  est  une  conséquence  im-  • 
médiate  des  deux  autres. 

COROLLAIRE.  Pour  montrer  une  application  du  théo- 
rème précédent,  considérons  en  particulier  l’équation 

(1  1 j)  xm  1 = o. 

On  trouvera,  i.°  en  supposant  m pair, 

. m o,  m"  = o, 

X.*  en  supposant  m impair, 

m'  = 1 , m" ■ = o. 

Par  suite  l’équation  (115)  n’a  point  de  racines  réelles 
dans  la  première  hypothèse , et  ne  peut  en  avoir  qu’une 
dans  la  seconde,  savoir,  une  racine  réelle  négative. 
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NOTE  IV. 

' 1 

Sur  le  Développement  de  la  Fonction  alternée 

. . ' \ 

(y — •*)  * (*— *)  (*— y)  « • . * • * («— *)  (y— y)  (v—z) (»—«), 


DÉSIGNONS  par  9 la  fonction  dont  il  s’agit.  Ainsi 
qu’on  l’a  déjà  remarqué  [ chap.  III,  §.2],  chaque  terme 
de  son  développement  sera  équivalent  ( abstraction  faite 
du  signe)  au  produit  des  diverses  variables  rangées  dans 
un  certain  ordre , et  respectivement  élevées  aux  puissances 
marquées  par  les  nombres 

o,  î,  2,  3 > »“  i- 

De  plus , il  est  aisé  de  voir  que  tous  les  produits  de  cette 
espèce  peuvent  se  déduire  les  uns  des  autres  à l’aide  d’un 
ou  de  plusieurs  échanges  opérés  entre  les  variables  prises 
deux  à deux.  Ainsi,  par  exemple,  on  déduira  le  produit 


d’un  quelconque  des  produits  de  même  forme , en  faisant 
passer  successivement  par  de  semblables  échanges  la  lettre 
x à la  première  place , puis  la  lettre  y à la  seconde , puis 
la  lettre  z à la  troisième , &c. . . . Comme  d’ailleurs  la 
fonction  9 change  de  signe  (en  conservant  au  signe  près 
la  même  valeur)  toutes  les  fois  qu’on  échange  deux  va- 
riables entre  elles , on  devra  conclure  1 .*  que  le  déve- 
loppement de  cette  fonction  renferme  tous  les  produits 
ci-dessus  mentionnés,  pris  les  uns  avec  ‘le  signe  -f-,  les 
autres  avec  le  signe  — ; 2."  que,  dans  le  même  dévelop* 
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peinent , deux  produits , choisis  au  hasard  , sont  affectés 
du  même  signe , ou  de  signes  contraires , suivant  qu’on 
peut  les  déduire  l’un  de  l’autre  par  un  nombre  pair  ou 
par  un  nombre  impair  d’échanges.  En  partant  de  ces 
remarques,  on  établira  sans  difficulté  ia  proposition  sui- 
vante. 

1."  THÉORÈME.  Joignez  au  produit 


x"  y' 


n—i  n— « 

U V 


tous  ceux  que  l’on  peut  en  déduire  à l'aide  d’un  ou 
de  plusieurs  échanges  successivement  opérés  entre  les 
variables 


■>  y,  2» 


U,  V 


prises  deux  à deux.  Le  nombre  des  produits  que  vous 
obtiendrez  sera 

i . z . 3 (w  — i ) ,n  ; 

et  ils  se  partageront  en  deux  classes  distinctes , de 
telle  manière  qu’on  ne  pourra  jamais  déduire  l’un 
de  l’autre  deux  produits  d’une  même  classe  que  par 
un  nombre  pair  d’ échanges , ni  deux  produits  de 
classe  différente  que  par  jm  nombre  impair  d’échanges. 
Cela  posé , si  l’on  ajoute  tous  les  produits  d’une  classe 
pris  avec  le  signe  -J-  aux  produits  de  l'autre  classe 
pris  avec  le  signe  — , on  trouvera  pour  somme , sui- 
vant qu’on  donnera  le  signe  -H  aux  produits  d’une 
classe  on  à ceux  de  l’autre , soit  le  développement  de 
-+~  p , soit  le  développement  de  — ç>. 

H suffit  évidemment  d’avoir  égard  à la  proposition 
précédente  pour  construire  le  développement  de  la  fonc- 
tion alternée  rt  <p.  Toutefois  on  doit  remarquer  encore 
un  autre  théorème,  à l'aide  duquel  on  peut  décider  im- 
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médiatement  si  deux  produits,  pris  au  hasard  dans  le 
développement  dont  il  s’agit , s’y  trouvent  affectés  du 
même  signe  ou  de  signes  contraires.  Nous  nous  conten- 
terons d’énoncer  ici  ce  second  théorème  , sans  en  donner 
la  démonstration  qu’on  déduira  sans  peine  des  principes 
que  nous  avons  exposés. 

2.e  Théorème.  Pour  décider  si , dans  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  alternée  zL  <p  deux  produits 
de  la  forme 

e • î k n— a , «—I 

x y z . . . u v 

sont  affectés  du  même  signe , ou  de  signes  contraires , 
on  distribuera  les  variables 

x , y , z , ...  u , v 

en  plusieurs  groupes , en  ayant  soin  de  faire  entrer 
deux  variables  dans  un  même  groupe  toutes  les  fois 
qu* elles  porteront  le  même  exposant  dans  les  deux 
produits  que  l’on  considéré  , et  formant  un  groupe 
isolé  de  chaque  variable  qui  n’aura  pas  changé  d’ex- 
posant dans  le  passage  du  premier  produit  au  second. 
Cela  posé , les  deux  produits  seront  affectés  du  même 
signe , si  la  différence  du  nombre  total  des  variables 
au  nombre  des  groupes  est  un  nombre  pair  ; et  ils 
seront  affectés  de  signes  contraires , si  cette  différence 
est  un  nombre  impair. 

On  facilite  l’usage  du  théorème  qui  précède,  en  écri- 
vant les  deux  produits  l’un  sur  l’autre , et  rangeant  dans 
chacun  d’eux  les  variables  d’après  l’ordre  de  grandeur  des 
exposans  qu  elles  portent. 

Pour  appliquer  à un  exemple  les  deux  théorèmes  ci- 
dessus  énoncés , considérons  en  particulier  cinq  variables 

x,  y,  z,  u,  i*. 


Digitized  by  Google 


524  NOTE  IV. 

Le  produit  de  leurs  différences , ou , si  i’on  veut , la  fonc- 
tion alternée 

(y—1)  (a— *)  (s— y)  («*-*)  (u— y)  (il— a)  (v—x)  (n— y)  (v—z)  (»— u) 

fournira  un  développement  composé  de  cent  vingt  termes 
respectivement  égaux  à cent  vingt  produits  dont  soixante 
seront  précédés  du  signe  -f-,  et  soixante  du  signe  — . 
L’un  des  produits  affectés  du  signe  -+-  sera  celui  qui  a 
pour  facteurs  les  premières  lettres  des  binômes 

y — x,  s — x,  z — y , v — u, 

savoir , 

x*  y ' zx  u*  v 4. 

Pour  juger  si  un  autre  produit  tel  que 
x*  z'  v1  u*  j/4 , 

doit  être  pris  avec  le  signe  -f-  ou  avec  le  signe  — , il 
suffira  d’observer  que,  si  l’on  compare  les  deux  produits 
dont  il  est  ici  question  sous  le  rapport  des  mutations  qui 
ont  lieu  entre  les  variables  données  lorsqu’on  passe  de 
l’un  à l’autre , on  sera  conduit  à partager  ces  mêmes  va- 
riables en  trois  groupes , dont  l’un  renfermera  la  seule 
variable  x , un  second  les  trois  variables  y , z,  v , et  un 
troisième  la  seule  variable  u.  Si  du  nombre  des  variables 
égal  à 5 on  retranche  le  nombre  des  groupes  égal  à j , 
on  aura  pour  reste  2,  c’est-à-dire,  un  nombre  pair.  Par 
conséquent  les  deux  produits  devront  être  affectés  du 
même  signe;  et  puisque  le  premier  est  précédé  du  signe 
— I — j le  second  devra  letre  également. 
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NOTE  V. 

Sur  la  Formule  de  Lagrange  relative  à Y Interpolation. 


Lorsqu’on  veut  déterminer  une  fonction  entière  de 
x , du  degré  n- 1 , d’après  un  certain  nombre  de  valeurs 
particulières  supposées  connues , il  suffit  d’avoir  égard  à 
la  formule  (1)  du  chapitre  IV  [§.  i.,r].  Cette  formule, 
donnée  pour  la  première  fois  par  Lagrange , pourrait 
facilement  se  déduire  des  principes  exposés  dans  le  pre- 
mier paragraphe  du  troisième  chapitre.  En  effet , dési- 
gnons par 

(i)  u = a -H  bx  -H  ex1  . .-4-  hx'~' 
la  fonction  cherchée , et  par 

«o,  «.»  

I 

ses  valeurs  particulières  correspondantes  aux  valeurs 


de  la  variable  x.  Les  inconnues  du  problème  seront  les 
coefficiens  a,  b , c , . . . h des  diverses  puissances  de  x 
dans  le  polynôme  u ; et  l’on  aura,  pour  déterminer  ces 
inconnues,  les  équations  de  condition 

|u„  = a + ii,  + c*,1  -t-  A x0*“‘ , 

«,  = s + Ax,  -t-  cx,z  -h -V-  Ax,8-'  , 

II,  s:  a + 4ï,  + c x/  -+- -+•  A x,'”1  , 

&c 

u._i  =«-+-  ix,.,  -+-  -t- -t-  Ax._t’~'. 

I 

Cela  posé,  pour  obtenir  ia  valeur  explicite  de  la  fonc- 
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tion  u,  il  s’agira  uniquement  d’éliminer  les  coefïiciens 
a,  b , c , ...  h entre  les  formules  ( i ) et  (2).  On  y par- 
viendra en  ajoutant  l’équation  (1)  aux  équations  ( 2 ) , 
après  avoir  multiplié  ces  dernières  par  des  quantités  choi- 
sies de  manière  à faire  disparaître  la  somme  des  seconds 
membres.  Soient 

— X.,  —X,,  —x>,  ...  — xn_, 

les  quantités  dont  il  s’agit.  On  trouvera 


u — X0  u„  — JT.ii,  — X*  ut  — . . . . 
= ( « - X.  - X,  — X,  — .... 

-+-  (x  — x0  X.  — -x,  X,  - X,  X,  

-4-  (x1—  jt/X.1—  x.’X,1—  x/X,2  — ••• 
-4-  &c.. ...... 

-f-  (X-— x.'- X.-x.-'X,— xZ-X^-... 


• • 1 

• • — Xn_,  ) a 

) * 

J-.1*-,  ) c 


et  par  suite 

(3)  u=X0«0-+-Jf1wl-f--YiM1-|-. . . M._,  » 

attendu  que  les  quantités 


*0,  Xt,  x>, 


devront  être  assujetties  aux  équations  de  condition 

x«+  X,  + X,  + -+•  x„_,  = I . 

x0  Xa  -4-  x , X,  -4-  x , Xj  -t-  ....  -4-  xn_t  X„_,  = x . 
(4)  ^ x.X, -hx.'X.  +x,XJ+  . ...  +x,.l'X,.I  =x* . 
&c 

x0»-X0-Mr/.-'X1-^r/-*X,+  ...+x_I’,-,X,_  = *— 


Si  l’on  résout  ces  nouvelles  équations  par  la  méthode  ex- 
posée dans  le  III.e  chapitre  [<j.  1."],  on  obtiendra  les 
formules  ...  : . • 
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X — (*  — *.)  (*  — *.) (*—*_,)  . 

* (Xo~ *»)  (*o— *,) (-To— X„_,  ) » 

X — CJ  — x°)  (-g  — (*  — *,-,) 

' (X,  — Xo)  (*.— x,)...  ’ 

&C*  « • a « « 

X — (J~  X°)  ( x J ■ ) (*~  xn-,  ) 

" * Cjrn— I xo)  (•*»— 1— xi)  • • • C-*»-!  ^n-i)  * 

en  vertu  desquelles  l’équation  ( 3 ) se  réduit  à la  formule 
de  Lagrange. 

O O 

Au  reste , ia  formule  de  Lagrange  est  comprise  dans 
une  autre  plus  générale  à laquelle  on  se  trouve  conduit , 
lorsqu’on  cherche  à déterminer,  d’après  un  certain  nombre 
de  valeurs  particulières  supposées  connues,  non  plus 
une  fonction  entière,  mais  une  fonction  rationnelle  de 
1a  variable  x.  Concevons , pour  fixer  les  idées , que  cette 
fonction  rationnelle  doive  être  de  la  forme 

a -4“  b x -4—  ex1  -f- . . . — f-  hx”~' 

CL  -+-  Cx-hyx'-i-.  . fjxm 

Alors  les  inconnues  du  problème  seront  les  coelliciens 
a p bp  c p • ■ , À ,*  (t , f , y , « • • ô , 
ou , pour  mieux  dire , les  rapports 

abc  h € y 0 

T » T>  aT»  T • • T»  «T»  T > * * * T > 


dont  le  nombre  est  n-t-ra.  II  est  aisé  d’en  -conclure  que 
la  fonction  u sera  complètement  déterminée,  si  l’on  en 
connaît  n -4-  ni  valeurs  particulières 

(7)  «o,  •••  *W.,  ‘ 


correspondantes  à n-t-m  valeurs 
(8)  x o , x , , x x p ... 
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de  la  variable  x.  On  arrive  encore  aux  mêmes  conclu- 
sions , en  faisant  voir  qu'une  seconde  fonction  rationnelle 
de  la  forme 

f ^ fl’-»-  b'x  -4-  c'x*  h'x*~l 

W V Cs-t-ÿx*  -h  8 V 

I 

ne  peut  satisfaire  aux  mêmes  conditions  que  la  première, 
sans  lui  être  identiquement  égale.  Supposons , en  effet , 
que  les  fractions  (6)  et  (p)  deviennent  égales  entre  elles, 
pour  les  valeurs  particulières  de  x comprises  dans  la  série 
(8).  L’équation 

f x ( (fl  *+~  ix-t-, , .-+-  A j""1  ) (cl  -h  C x-l- • . • -f-  0 xm) 

(iOJ  { 

/ j—  (a  H-  4x-+-. . (fl  + fx+...+  Si")  = ot 

subsistant  alors‘pour  n-4-m  valeurs  de  la  variable,  tandis 
que  son  degré  reste  inférieur  à n -t-  m , sera  nécessaire- 
ment une  équation  identique  ; d’où  il  suit  qu’on  aura 
identiquement 

. ■>  a +b' x-^-c 

' * ' ct-+-  'x-H/'x1-»-— -t-B'x"  • 

On  ne  peut  donc  résoudre  que  d’une  seule  manière  la 
question  proposée.  On  la  résoudra  effectivement  en  pre- 
nant pour  valeur  générale  de  u la  fraction 


, mît 


(x— xmJ.,)  (x— xm+J).  . .(x-xm+„_,) 


(x0 


,)...(xo— xmJ.n_,)x...x(x„ 


-H  &r. 


U mll  ,.,.11- 


(x„— x)  (x,— x).  . .(xm_,— x) 


(x0— Xm)...(x0 


— Xm)...(xra_,- 


&c. 


dans  laquelle  le  dénominateur  doit  être  remplacé  par 
l’unité,  lorsqu’on  suppose  m = o,  et  le  numérateur  par 
le  produit  «,«,  . . . un,  lorsqu’on  suppose  n—i.  Cela 
posé , on  trouvera , pour  m = o , 


0*) 


K = U„ 


(x— X,)  (x-xj.  ■ ,(x—  x,„) 
(Xo— X.)  (x.-xj . . . (x.->r  ,) 


&C..~ 


> 
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pour  m=z  i , 
uje 


(J— r.)  (j— Xx) {*—■ O 


(.3)  U== 


1 , **  J(* , -•*  , -*„) 


&c. 


Ua 


:-H«* 


xg — «r 


(x0-x,)(xd-xa)..(x0-xn)  (x , -xG)(x  4 -xa)..(x  t -x  M) 


-H&c. 


&C 

pour  n =s  1 


(l4)  M=' 


(j„— r)  (•?,— r).  • ,(x 
(ro  J»)  (■*"  i Jm)  • • • (^rn— * ,rm) 


■ &c. 


&c Dans  chacune  des  formules  précédentes , on 

complétera  sans  peine  le  numérateur  ou  le  dénominateur 
de  la  fraction  qui  représente  la  valeur  de  u , en  ajoutant 
au  premier  terme  de  ce  numérateur  ou  de  ce  dénomina- 
teur tous  ceux  qu’on  peut  en  déduire  à l’aide  d’un  ou  de 
plusieurs  échanges  opérés  entre  les  indices.  Par  exemple , 
si  l’on  suppose  en  même  temps  m = 1 et  n ■==.  2 , on 
trouvera  pour  la  valeur  de  u complètement  développée 

(!5)  « = 


(*.— • 0 J G*»— 


+“.“.7 


(■*.—■  *oX*~  *o) 


-t-  V, 


t- 


(x0-x,)(x0— xJ  (.r,— x0)(x,— xJ  1 


Il  est  bon  de  remarquer  que  la  formule  (1  2)  est  celle  de 
Lagrange , et  que  pour  en  déduire  la  formule  (i4)  il 
suffit  de  remplacer  n — 1 par  m , puis  de  prendre  pour 
inconnue  la  fonction  —,  supposée  entière,  au  lieu  de  la 
fonction  u. 


• t 


TOM.  1. 


Ll 
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NOTE  VL 

Des  Nombres  figurés. 


On  appelle  nombres  figurés  du  premier,  du  second, 

du  troisième  ordre,  &c ceux  qui  servent  de  coeffi- 

ciens  aux  puissances  successives  de  x dans  les  dévelop- 
pemens  des  expressions 

(i-Hr)~*,  (j-f-tf)-3,  (i-j-x)-4,  &c. . . . 

Cette  définition  fournit  un  moyen  facile  de  les  calculer. 
En  effet,  nous  avons  prouvé,  dans  le  chapitre  VI  [ §,  4 ] , 
qu’on  a , pour  des  valeurs  réelles  quelconques  de  fx , et 
pour  des  valeurs  numériques  de  x inférieures  à l’unité , 


(0 


(1-f-xy  = 


f I . 1 1.2 •$...* 

Si  dans  l’équation  précédente  on  pose  /x— — (wi-p-  i ), 
m désignant  un  nombre  entier  quelconque,  on  trouvera 

(2)  (1 + *)—■'  = 

«+«  _ , (ot4-0(»H-*)  _l_(m+0(m+2).  . .(m-v-n) 

1 I ————————  ^ ' ‘ 

I 1.2  ^ 1.2.3...» 

rp  &C. . . . 

Comme  on  a d’ailleurs  évidemment 


(3) 


(m-4-i)  (iw-4-i).  . . (m-4-n)  i . 2 . 3 ...m(m-f-i), . .(m-f-n) 


1.1.3. 


(1.2.3..  •”»)  (1.1.3...*») 
(n- 4- 1 ) (n-t-i)  ■ ■ ■ (n-t-m) 
1.2.3...**  * 
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il  en  résulte  que  ! équation  (2)  peut  s’écrire  air^i  qu’il  suit , 

(4)  (n-*)—1  = 


1 m i. 4. ■■(>/! -hQ 

1.2  . J ...W  I .1  . j . . .1» 

_ n(n+i)...(n+OT_,)^^,^ 


,•  ! 3 • 4 • S • ■ • (>”— 1~  - ) 
i .i.  j . . .ni 

. .Çn-t-m' i 
f . 2 . 3 . . . tU 


Les  coefficiens  numériques  des  puissances  successives  de 
x dans  le  second  membre  de  cette  dernière  formule , 
savoir , 


( 1 • *•  t 2 • ? - 4 ■ • (m+ 1 ) "("+')•  • .(«-H» — O o 

W ,.2.}...m  1.2.^,..»,  »&c> 

sont  précisément  les  nombres  figures  de  l’ordre  m.  La 
suite  de  ces  mêmes  nombres  ou  la  série  { 5)  s’étend  à 
I infini.  Son  «.""'terme,  c’est-à-dire,  la  fraction 

w ( n -H  1 ) . . . ( n -H  m — i ) g 

1 . 2 . 3 . . . m 

est  à-Ia-fois  le  coefficient  numérique  de  x"~'  dans  fe  dé- 
veloppement de  ( 1 -h  , et  le  coefficient  de  x"1'  dans 

le  développement  de  ( 1 . De  plus,  si  dans  la 

série  (5)  on  fait  successivement 


m—i,  m = 2 , wi=3,  &c , 

on  obtiendra , 1 .°  la  suite  des  nombres  naturels  ou  figurés 
du  premier  ordre 


1 > ^ ) 3)  4,  B;  &C.  • . . J 

2.0  la  suite  des  nombres  qu’on  nomme  triangulaires  ou 
figurés  du  second  ordre,  savoir. 


> 3>  ^ > 1 o , ... 


n(«  + i) 


, &c.,„  j 


3."  la  suite  des  nombres  qu’on  appelle  pyramidaux  ou 
figurés  du  troisième  ordre , savoir , 


U* 
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Si  l’on  écrit  cés  différentes  suites  au-dessus  les  unes  des 
autres,  en  les  faisant  précéder  par  une  première  suite 
composée  de  termes  tous  égaux  h l’unité,  et  plaçant  en 
outre  le  premier  terme  de  chacune  d’elles  sous  le  second 
terme  de  la  suite  immédiatement  supérieure,  on  obtiendra 
le  tableau  suivant  : 


I,  I,  ï,  i,  1,  &c. 

i,  3 , 4 , &c. . . . , 

* > 3 i ^ , &c. . . • , 

i , 4 > &c — , 

1 , &c. . . . , 

&c 

Les  nombres  renfermés  dans  la  n-+-ime  colonne  verticale 
de  ce  tableau  sont  les  coefficiens  de  la  n.m'  puissance  d’un 
binôme.  Pascal , dans  son  Traité  du  Triangle  arithmé- 
tique, a donné  le  premier  la  loi  de  formation  de  ces 
mêmes  nombres.  Newton  a fait  voir  ensuite  comment  la 
formule  établie  d’après  cette  loi  peut  être  étendue  à des 
puissances  fractionnaires  ou  négatives. 

Plusieurs  propriétés  remarquables  des  nombres  figurés 
se  déduisent  immédiatement  de  la  formule  (4)  du  cha- 
pitre IV  [§.  3 ].  Concevons,  par  exemple,  qu’après  avoir 
remplacé  dans  cette  formule  n par  n — i , on  y suppose 

x ==  m -+-  1 , y = m -+-  i , 

771,  m étant  deux  nombres  entiers  quelconques,  on 
trouvera 
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, . (m-t-m'H-î). . . (/»+n'+n) 

'7'  i . * . 3 (î* — i ) 

i.)(ot-+-î) — i ) (m-H)(m+î). . .(nj-f-s— 2)  m'+i 

i .a.  J. . .(n—  i)  i .2.3. . .(«— 2)  1 

-4-  &C . . . .... 

m+i  (m'+i  )(m'+2) . . . (m'-4-n— 1)  ^ (m'+ 1 )(m'+i) , ■ . (m'+n—  1 )_ 

1 1 .1.3. ..(9—1)  ....  1 .J  .3. . .(«—  1)  ’ 

puis,  en  faisant  m'  = o, 

-g.  (w 2)  (m-t- })....  .(m-t-n)  ; 

' ' 1 .2.3  . . ,(» — 1 ) 

(«+i)(m+2)..,()H+»-i)  (w+i)(«+!).,.(»!+ii-!) 

~ . — ■ ■ . ■ — -j—  - ■ - - — - — - .1 

1 .2.3  . . .(ra— 1)  1 . 2 . 3 . . .(»— 1) 

&C -. 

Bl+I 

H h I. 

De  même,  si,  après  avoir  remplacé  dans  la  formule  (4) 
[chap.  IV,  §.  3]  n par  n - 1 , on  fait  en  outre 

x — 1,  y==  — (m'+  1),  -1;  N . 

on  en  conclura  " • v'è‘ 

* . r.  • •• 

* I OJ. 

. . (m — m)  (m — — m ~\-n — 1 ) 

1 . 2 . 3 . . . (n — 1) 

_ (m+\)’(m+i')...(m+n—  1)  (m+i)(m+2)...(m+n — 2)  m+i 

■ 1 .2. 3 . . .(it — 1)  1 .2.3..  .(>1— 1)  , 1 

- y . , 

-+-  &C '. 

_ m-t-i  (m'-t-i)  m' . . ..(m' — n-i-4)  | (m'-Hi)  m ...  .[m—  n-t-j) 

1 1 .2. 3 ...(«—  2)  1 .y.  3.  . .(n—  1)  , ’ 

Lorsque  dans  l’équation  précédente  on  suppose  m'  == 
ou  >m,  et  en  même  temps  n=  ou  >»»’-+- 2 , on 
trouve  . 
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( I o)  o = •("»-+»-')  (w-t-i). . .{m-hn— î) 

« “T.  a.  3... (—a) 

t ('”'•+■  0”»’  3) 

'•*  • • ï . 3 . . .(n  3)  

__  (m-M)  ^ (n,+,)...fOT+s_m,_;) 

< 1 .i.3—(«— m'— 1)  — ra'— i)  • . 

Enfin,  comme  les  équations  (8)  et  (10)  peuvent  s’écrire 
ainsi  qu’il  suit  : 

(il)  1±]^_ a-T-ij-ÇiiH-,)  , . *CH-0m..(*44*-i) 

1 m H t".î.3...to 

_ w(n-l-i)...(n-4-nt) 

. J.2.3...(ra-w)  » 

* . ... 

fl’)  o = ”•••(”+”»—!)  m'+, 

f . 2 • 3 . . . m 1 1.2.3. ..m  C * * * 

1 1.2.3. ..m  1 .2.3 . . .m  » 

il  est  clair  quelles  entraîneront  les  deux  propositions  que 
je  vais  énoncer. 

1.  Théorème  Si , apres  avoir  formé  la  suite  des 
nombres  figurés  de  l’ordre  m,  on  ajoute  les  uns  aux 
autres  les  n premiers  termes  de  cette  suite,  on  ob- 
tiendra pour  somme  le  n.”'  nombre  figuré  de  l’ordre 

m -H  r. 

2/  Théorème.  Si  l’on  désigne  par  m,  tri  deux 
nombres  entiers  assujettis  à la  condition 

ni  — ou  > m, 

et  pie  dans  le  développement  de  (, — on  rem- 
plàae  les  puissances  successives  de  x par  termes 
consecutifs  pris  dans  la  suite  des  nombres  figurés  de 
l’ordre  m , on  obtiendra  un  résultat  égal  à zéro. 
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COROLLAIRE  i"  Si  i’on  suppose  que  les  différens 
termes  de  la  suite 

(*3)  1 î ...  Or  n , &C. ... 

représentent  successivement  les  nombres  naturels  , les 
nombres  triangulaires , et  les  nombres  pyramidaux , on 
trouvera  dans  le  premier  cas 

('4)  • «„  — 20^,  -+-  = o. 


dans  le  second 


(15)  — 3 3 o, 

et  dans  le  troisième 

(.6)  a,  — 4«„_.  -h 6an_.—Un_}- -+-«„_+=  o. 

La  première  des  équations  qui  précèdent  se  confond  avec 
la  formule  (3)  du  chapitre  XII  [§.  1."]. 

Corollaire  2’  Si  l’on  désigne  généralement  par 

('  3)  «o»  alt  aM,  &c..  . . 

les  nombres  figurés  de  l’ordre  m , 

(17)  aot  0,1,  a1x1 , ...  anx* , &c. ... 

sera  une  série  récurrente  dont  l'échelle  de  relation  aura 
pour  termes  les  quantités 


, ( g \ j m-t-<  (m-j-i)m  0 

' ' * 1 ’ *_r"  1.1  * 1 .2.  J 


, -+-&C.  , 


c’est-à-dire,  les  coefiiciens  des  puissances  successives  de 
x dans  le  développement  de  (1  — x)m*'.  Ainsi,  par 
exemple,  la  série 

1,  jx,  6xv , iori,  &c. ..., 
dans  laquelle  les  puissances  successives  de  x ont  pour 
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coefficiens  les  nombres  triangulaires,  est  récurrente,  et 
son  échelle  de  relation  se  compose  des  quantités 

« > — 3 » -+-  3 » — 1 • 

Parmi  les  propriétés  principales  des  nombres  figurés, 
on  doit  remarquer  encore  celles  que  présentent  les  équa- 
tions (7)  et  (9) , lorsqu’on  leur  donne  les  formes  sui- 


, , n ( n ~h  1 .) (n-hm-4-m') 

' 1 . 2 . 3 . . .(w-Hn’+r) 

n(n-+-i).  . . .(n-M»' — 1)  1.2.3 m 

1.2.3.. .!»  1.2.3...»»' 

(n — i)n  . . .(»-+-  m— 2)  2.3  .4. . .(  !»'•+- 1) 

1.2.3.. .»!  1.2.3...1», 

-4-  &c 

1.2.3...!»  » (n-f- ■)...(* -f-m' — 1) 


1.2.3...!» 


1.2.3...»! 


. . n (il  —3—  1 ) . . . .(n-f-m  — m'  — 2) 

V?®/  i-.2.3...(m — m‘  — 1) 

n(n-h  1)...  (n-t-ffl— i)  !»'+'  (n— i)n. ..(«+!»— 2)  ^ ^ 

1.2.3...!»  1 1.2.3...!» 

(»i'+i )■■■(»»'— n+4)  2. 3 .4.. .(»»+')  j (m'-H  )-(»!'— 11-3-3)  1.2.3.. .w 

* I.2.3  ...(»— 2)  1.2.3...»!  I.2.3...(» — l)  1 .2.3...!»  * 

Ajoutons  que , dans  la  suite  des  nombres  figurés  de  l’ordre 
n,  le  »-+- ime  terme  équivaut  à la  somme  des  carrés  des 
coefficiens  que  renferme  la  n.me  puissance  d’un  binôme. 
En  effet,  si  dans  la  formule  (2)  [chap.  IV,  §.  3]  on  sup- 
pose à-la-fois  X = n , y = »,  on  trouvera 

r \ 2n(m — 1).  . . ,(n-4-i) 

' i.2.3,..(n — i)n 
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NOTE  VII. 

Des  Séries  doubles. 


Soient 

[ «O  , 

, 

&c. , 

(■)  ! 

1 «•» 

fc'i  > 

&c. , 

) »"o, 

«"»> 

&c.  , 

[ &c.  . . 

des  quantités  quelconques  rangées  sur  des  lignes  horizon- 
tales et  verticales,  de  telle  manière  que  chaque  série  ho- 
rizontale ou  verticale  renferme  une  infinité  de  termes.  Le 
système  de  toutes  ces  quantités  sera  ce  qu’on  peut  appeler 
une  série  double  ; et  ces  quantités  elles-mêmes  seront  les 
différais  termes  de  la  série,  qui  aura  pour  terme  général 

M . (m)  1 

n 7 

m , n désignant  deux  nombres  entiers  quelconques.  Cela 
posé,  concevons  que  l’on  représente  par 

s (m> 

la  somme  des  termes  de  la  série  ( i ) qui  se  trouvent  com- 
pris dans  le  tableau  suivant 


f «0, 

«i, 

«a, 

T 

e 

S 

• 

• 

j U O) 

» 

...  U J,  , 

(*)  < 

1 u" 

1 u o> 

»— I > 

u (*-«) 
l } 

. . . u <"-*> , 

n— i > 
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c'est-à-dire , des  ternies  qui  portent  à-la-fois  un  indice 
inferieur  plus  petit  que  n , et  un  indice  supérieur  plus 
petit  que  m.  Si  la  somme  des  termes  restans  pris  en  tel 
ordre  et  en  tel  nombre  que  l’on  voudra  devient  infiniment 
petite  pour  des  valeurs  infiniment  grandes  de  m et  de  n , 
il  est  clair  que  la  somme  s , et  toutes  celles  qu’on 
pourra  en  déduire  en  ajoutant  à quelques-uns  des 

termes  exclus  du  tableau  n.°  2,  convergeront,  pour  des 
valeurs  croissantes  de  m et  de  n > vers  une  limite  fixe  s. 
Dans  ce  cas,  on  dira  que  la  série  (1)  est  convergente , et 
quelle  a pour  somme  la  limite  s.  Dans  le  cas  contraire , 
la  série  ( 1 ) sera  divergente , et  n’aura  plus  de  somme. 

Lorsque  les  termes  exclus  du  tableau  n.°  2,  étant  ajou- 
tés les  uns  aux  autres  en  nombre  arbitraire , ne  donnent 
jamais,  pour  des  valeurs  infiniment  grandes  de  m et  de  n, 
que  des  sommes  infiniment  petites , on  peut  en  dire  autant 
à fortiori  de  ceux  d’entre  les  mêmes  termes  qui  appar- 
tiennent à une  ou  à plusieurs  colonnes  horizontales  ou 
verticales  du  tableau  n.*  (1).  II  suit  immédiatement  de 
cette  remarque  que , si  la  série  double  comprise  dans  le 
tableau  n.°  ( 1 ) est  convergente , chacune  des  séries  simples 
comprises  dans  les  colonnes  horizontales  ou  verticales  du 
meme  tableau  le  sera  pareillement.  Désignons,  dans  cette 
hypothèse , par 

. il") 

le  résultat  qu’on  obtient  en  ajoutant  les  sommes  des  m 
premières  séries  horizontales  du  tableau  n.°  (1),  c’est-à- 
dire,  les  m premiers  termes  de  la  série  simple 

(3)  &c . , 

&c 

et  par 
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s 

H 

Je  résultat  qu’on  obtient  en  ajoutant  les  sommes  des  n 
premières  séries  verticales,  c’est-à-dire,  les  n premiers 
termes  de  la  série  simple 

(4)  «o-Mt'o-Mt' V f-&c. , u , 
&c 

jfm)  sera  évidemment  la  limite  de  l’expression  sjm)  pour 
des  valeurs  croissantes  de  n , et  s la  limite  de  la  même 
expression  pour  des  valeurs  croissantes  de  m.  Par  suite, 
il  suffira  de  faire  croître  indéfiniment  m dans  s(m)  et  n 
dans  sn , pour  faire  converger  s-’”'1  et  sn  vers  la  limite  s,  • 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

1."  Théorème.  Supposons  que  la  série  double 
comprise  dans  le  tableau  n°  (i)  soit  convergente  ; et 
désignons  par  s la  somme  de,  cette  série.  Les  séries 
(.3)  et  (4)  seront  également  convergentes  , et  chacune 
d’elles  aura,  encore  pour  somme  la  quantité  s. 

Concevons  maintenant  que  les  valeurs  numériques  des 
quantités  comprises  dans  le  tableau  n.°  (i)  soient  respec- 
tivement désignées  par 

Ço  Ç.»  Çl  &c. , 

Ç o>  Ç 1 1 Ç U Suc. , 

ç"o,  ç\>  eV,  &c. , 

&c. . 

Les  tennes  du  tableau  n.°  (i)  qui  se  trouvent  exclus  du 
tableau  n.°  (2),  étant  ajoutés  les  uns  aux  autres  en  tel 
nombre  que  l’on  voudra  , fourniront  évidemment  une 
somme  inférieure  ou  tout  au  plus  égale  [abstraction  faite 
du  signe]  à la  somme  des  termes  correspondais  du  tableau 
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n.'  (5).  Donc,  si,  pour  des  valeurs  infiniment  grandes 
des  nombres  m et  n , cette  dernière  somme  devient  infi- 
niment petite , il  en  sera  de  même  à fortiori  de  la  pre- 
mière ; ce  qu’on  peut  encore  exprimer  en  disant  que , si  la 
série  double  comprise  dans  le  tableau  n.°  (5)  est  conver- 
gente , la  série  ( 1 ) le  sera  pareillement.  J’ajoute  qu’on  sera 
complètement  assuré  de  la  convergence  de  la  série  double 
comprise  dans  le  tableau  n.”  (5),  toutes  les  fois  que,  les 
séries  horizontales  de  ce  tableau  étant  convergentes,  leurs 
sommes,  savoir, 

(6)  c.,  JV+JY+JV+&C.,  -Po"+-P,"+-P/'+&c. . 

&c.  . . ; 

formeront  elles-mêmes  une  série  simple  convergente.  En 
effet,  soit,  dans  cette  hypothèse,  e un  nombre  aussi  petit 
que  l’on  voudra.  On  pourra  choisir  m assez  considérable 
pour  que  l’addition  des  sommes 

&c - . , 

. I . , • 

et  par  suite,  celle  des  termes  du  tableau  n.*  ($)  affectés 
d’un  indice  supérieur  au  moins  égal  à m,  ne  produise 
jamais  un  résultat  plus  grand  que  ~ î. . De  plus,  le 
nombre  m étant  déterminé  comme  on  vient:  de  le  dire, 
on  pourra  encore,  puisque  chacune  des  séries  horizon- 
tales, du  tableau  n.°  (5)  est  convergente,  choisir  n assez 
considérable  pour  que  chacune  des  sommes 

p -H  p -t-  p -4- 1 &c.  , 

p'  -t-  p’  p'  -+-  &c. , 

S n > n-t-i  S «+Z  J 


Ç (*-«)  Ç +1  <*>-«)  _4_  Ç ^ ('"-■)  -I-  &c.  , 
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soit  égale  ou  inférieure  à — g ; auquel  cas  l’addition  des 
termes  qui",  dans  le  tableau  (5)  , portent  un  indice  supé- 
rieur plus  petit  que  m , et  un  indice  inférieur  au  moins 
égal  à n,  ne  produira  jamais  un  résultat  plus  grand  que 
j g.  Les  deux  conditions  précédentes  étant  remplies , il 
est  clair  que  dans  la  série  ( 5)  les  termes  affectés  d’un 
indice  supérieur  au  moins  égal  km,  et  d’un  indice  infé- 
rieur au  moins  égal  à n , 11e  pourront  donner  par  leur 
addition  mutuelle  qu’une  somme  tout  au  plus  égale  à g. 
Donc  cette  somme  deviendra  infiniment  petite , si  l’on 
attribue  aux  nombres  m et  n des  valeurs  infiniment 
grandes , puisque  alors  il  sera  permis  de  faire  décroître  S au- 
delà  de  toute  limite  assignable.  Donc  l’hypothèse  admise 
entraîne  la  convergence  de  la  série  ( $ ) , et  par  suite  celle 
de  la  série  ( 1 ).  En  combinant  ce  principe  avec  le  premier 
théorème , on  en  déduit  une  nouvelle  proposition  que  je 
vais  énoncer. 

2.e  Théorème.  Supposons  que  , toutes  les  sériés 
horizontales  du  tableau  n°  (1)  étant  convergentes,  leurs 
sommes  , savoir , ^ 

(3)  u0-t-u,-+-u1-t-&c. , w0'-*-u,'-4-u1'-4-&c. , u0'-t-u1"-(-ttll"-t-&c. , 

&c 

forment  encore  une  série  convergente , et  que  cette 
double  propriété  des  séries  horizontales  subsiste  dans 
le  cas  même  où  l’on  remplace  chaque  terme  du  tableau 
n.°  (1)  par  sa  valeur  numérique.  On  pourra  dès-lors 
' affirmer , /.0  que  toutes  les  séries  verticales  sont  con- 
vergentes, 2.°  que  leurs  sommes , savoir, 

(4)  “oH-Uo’-hC- H&C.  , u, &c. , . 

&c 

forment  encore  une  série  convergente , J.‘  enfn  que  la 


Digitized  by  Google 


542  NOTE  VII. 

somme  de  la  série  (4)  est  précisément  égale  à celle  de 
la  séi'ie  (3). 

COROLLAIRE  /."  Le  théorème  précédent  subsiste 
lors  même  qu’on  suppose  quelques -unes  des  séries  hori- 
zontales ou  verticales  composées  d'un  nombre  fini  de 
termes.  En  effet , chaque  série  de  cette  espèce  peut  être 
considérée  comme  une  série  convergente  indéfiniment 
prolongée , mais  dans  laquelle  tous  les  termes  dont  le 
rang  surpasse  un  nombre  donné  s’évanouissent. 

Corollaire  2*  Soient 

«a,  

«o,  v,,  v1}  v 3,  &c 

deux  séries  convergentes  qui  aient  respectivement  pour 
sommes  les  deux  quantités  s,  s1,  et  dont  chacune  reste 
convergente  lors  meme  qu’on  réduit  ses  différons  termes 
à leurs  valeurs  numériques.  Si  l’on  forme  le  tableau 

Iu„va,  v0 , &c. , 

u,vl}  u2vlt  &c. , 

U0Vl}  M.V,,  &C.  , 

u0v)}  &C.  , 

&c. , 

on  reconnaîtra  sans  peine  que  les  séries  horizontales  de 
ce  tableau  jouissent  des  propriétés  énoncées  dans  le  a.e 
théorème , et  que  leurs  sommes  sont  respectivement 

(9)  VoS  > i>i*  > vxs  , v}s , &c. . . . » 

Par  suite,  en  vertu  du  z.e  théorème  et  de  son  premier 
corollaire , les  sommes  des  séries  verticales , savoir , 


N 
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!U0V0,  M0  V , -4-  M,  Va  , UeV1-+-UlVl-+-UlV0  

U„V  H-M.v  -4-  . . . H-  M , .»  , *+*  « V0  , &c... 

o » I r\—  I «—I  « o 


formeront  une  nouvelle  sérié  convergente  ; et  la  somme  de 
cette  nouvelle  série  sera  égale  à celle  de  la  série  (9) , c est- 
à-dire , évidemment  au  produit  ss'.  On  se  trouve  ainsi 
ramené  par  la  considération  des  séries  doubles  au  6.c  théo- 
rème du  chapitre  VI  [§.  3]. 

Corollaire  j>.'  Si  l'on  appelle  x le  sinus  d’un  arc 

’JT 

compris  entre  les  limites  — — , -+-  — , et  z sa  tan- 
gente, on  trouvera  1 


Cela  posé,  puisque  en  vertu  de  la  formule  (3 9)  [chap.  IX, 
5.  2]  on  a,  pour  des  valeurs  numériques  de  z inférieures 
à l’unité, 


arc  tan  g. 


*5  . * 

— — ■ — f-  oIC.  « 1 • 

5 7 


on  en  conclura,  pour  des  valeurs  numériques  de  x infé- 

■ , t 

neures  a — - , 

V* 

i 

arc  sin.  X = arc  tang.  X ( I — Xz  ) 1 = 


*( 1 -*T  * - y ( 1 -*y 1 + y 

-4-  &C. . . , 


09,  ce  qui  revient  au  même. 


S 
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, Xi  3.Î  X> 

arc  «n.  X = X H H — 

î 1.4  ; 


H-7 
2.4.6  7 


H-  &C. 


-+-  &c. 


Comme  les  séries  horizontales  comprises  dans  ie  second 
membre  de  i’équation  précédente  remplissent  évidemment 
les  conditions  énoncées  dans  ie  2/ théorème,  tant  que  ia 
variable  x conserve  une  valeur  numérique  inférieure  à 


; il  en  résulte  que  cette  équation  peut  s’écrire  ainsi 
qu’il  suit  : 

arcsin.  X = X -+-  (j-  I ) — -+■  1^  — 

' 3 V 2.4  * J 5 


œ 


iii. 

4.6 


z ii 

2.4 


I 

'O 

S X7 

) — -4-  &C.  < 

1 V1  ( 

' 7 1 

U-+— 

l V*  J 

De  plus , si  dans  ia  formule  ( 5 ) du  chapitre  IV  [ §.  3 ] , 
on  attribue  à y ia  valeur  négative  — . 2 , et  à x l’une  des 
valeurs  positives  3,  5 ,7,  Sic...,  on  en  tirera  successi- 
vement 


00 


i 


±L  _ _L  , __  ±L 

2.4  2 ^ 2.4  ’ 

7'M  7-y  | 7 ' • M 

2.4.6  2.4  2 2.4.6’ 


&c, 


» 
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+ 1 XJ  , I . } X5  , 

1 - 1 

i 3 a-4  5 2.4.6  7 


J.J.f  X? 


(12) 


■ &c. 


V1 


x = + 


Il  est  facile  de  prouver,  à l’aide  du  calcul  infinitésimal, 
que  cette  dernière  équation  subsiste  non-seulement  entre 

les  limites  x — 7— , x — -t-  , mais  aussi  entre 

V2  y/a 

les  limites  x = — 1 , x = -4-  J . 

Corollaire  4/  En  vertu  de  la  formule  (20) 
[ cliap.  YI , §.  4 ] , on  a , pour  toutes  les  valeurs  de  x 
renfermées  entre  les  limites  — 1 et  -f-  1 , 

==  * — T-  C 1 ~ A*) + ~ ( 1 -fr)  ( , -&c.  ; 

ou , ce  qui  revient  au  même , 

(l-f-x)* 1 


X*  X* 


-7^K,+;  + j)ï-*‘fà+ni+tî)7 

-4-  &c.  , ■ 

Comme  les  séries  horizontales  que  comprend  le  second 
membre  de  l’équation  précédente  remplissent  les  condi- 
TOM.  1.  Mm 
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tions  énoncées  clans  le  2.*  théorème,  tant  que  la  variable 
x conserve  une  valeur  numérique  inférieure  à l imité , il 
en  résulte  que  cette  équation  peut  s’écrire  ainsi  qu’il  suit 


0 3) 


((  -4-x)  — I 


* * . x . a 

= - --h  — — j -h  &c 

+ ^ [t-('+0t  + ('+t+7)t— &c-] 

-+-  ' [ rh  7 - (ri + 77  ■+■  à ) ï + &c-  ] 


&C. 


X = — I 
x = 4-  I 


Mais  on  a déjà  trouvé  [ chapitre  VI , $.  4 » 1 •*"  probl. , 
corollaire  2 ] 


(■4) 


('-*-*)  — 1 


l{  [ /( I -f-Æ:) ]lH—  &C. , 


l étant  la  caractéristique  des  logarithmes  népériens.  Les 
formules  (13)  et  ( 1 4)  devant  s’accorder  entre  elles 
[voyez  le  6.e  théorème  du  chapitre  VI,  §.4],  on  en 
conclura , pour  toutes  les  valeurs  de  x renfermées  entre 
les  limites  — 1 et  — t—  1 , 

l ( . -H*)  = * “ T + 7 “ f + &c  • » 
i H*(>  -t-*)!1 =■ ~ - C 1 -+-  i ) f + 0 -H-H)  t 


L [/( , +*)]>=(^)f  + 77 +7T)7 + 


■3 

&c. 
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Dans  ce  qui  précède,  nous  n’âvôns  considéré  d’autres 
séries  doubles , convergentes  ou  divergentes  , que  celles 
dont  les  difïerens  termes  sont  des  quantités  réelles.  Mais 
ce  qui  a été  dit  à l’égard  de  ces  séries  peut  également 
s’appliquer  au  cas  où  leurs  termes  deviennent  imagi- 
naires, pourvu  qu’alors  on  écrive  par-tout  expression  ima- 
ginaire au  lieu  de  quantité,  et  module  au  lieu  de  valeur 
numérique . Ces  modifications  étant  admises  , les  théo- 
rèmes i.*r  et  2.e  subsisteront  encore.  C’est  ce  que  l’on 
démontrera  sans  peine,  en  s’appuyant  sur  le  principe 
suivant. 

Le  module  de  la  somme  de  plusieurs  expressions 
imaginaires  est  toujours  inférieur  à la  somme  de 
leurs  modules. 

Pour  établir  ce  meme  principe,  il  suffit  d’observer  que, 
si  l’on  fait 

Ç (cos.  8 -f-  f —i  sin.  9 ) -J—  ç'  ( cos.  fl'  -f-  f — i sin.  8')  -J-. . . 
= R (cos.  T — |—  -j/ —i  sin.  T)  , 

f , ...R  désignant  des  quantités  positives,  on  en  conclura 

)RI  = (çcos.8— f- ç1  cos. 8’ — ] — ...)a  -f"  (ç  sin.  8 — }—  j sin.  8’— J—  ...)* 
= ç1— f—  ç ” — J—  . . . -h-  2 çç1  cos.  (8  — 6')  —J—, ....... 

< Ç1  H-  Ç1  -+"•  • •-+-2Ç  j -+"•••  = (g  — i — — -••)*  f 

et  par  suite 

R < ç -f-  j -J-  .... 


Mm* 
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Sur  les  Formules  qui  servent  à convertir  les  Sinus  ou 
Cosinus  des  Multiples  d’un  arc  en  polynômes  dont 
les  différent  termes  ont  pour  facteurs  les  puissances 
ascendantes  du  Sinus  ou  Cosinus  de  ce  même  arc. 


Les  formules  dont  il  est  ici  question  sont  celles  que 
nous  avons  construites  en  résolvant  les  deux  premiers 
problèmes  énoncés  dans  le  5 .*  paragraphe  du  chap.  VII, 
et  qui  s’y  trouvent  affectées  des  numéros  (3),  (4),  (5), 
(6),  (9),  (1  o) , (1  1)  et  (1  a).  Elles  donnent  lieu  aux  re- 
marques suivantes. 

D’abord , si , dans  le  calcul  à l’aide  duquel  on  établit 
les  formules  (3),  (4),  (5)  et  (6),  on  substitue  aux  équa- 
tions (12)  du  chapitre  VII  [ 2/  paragr.  ] les  équations 
(24)  du  chapitre  IX  [2.*  paragraphe]  , on  reconnaîtra 
immédiatement  que  les  mêmes  formules  subsistent  dans 
le  cas  où  l’on  remplace  le  nombre  entier  m par  une  quan- 
tité quelconque  pu , tant  que  l’on  suppose  la  valeur  nu- 
mérique de  z inférieure  à ~ . Ainsi  l’on  aura , dans  cette 


hypothèse , 
(0 


p.f*  . , , (yu-4-i)  A*. /“•(/“—*)  . , 

cos.  Ati  = 1 — — — gm.1  z i sin.*  * 

'•!  1.2. j. 4 

N 1.2. 3. 4 .5.6 


sin.  fj.z 


= cos. 2 £ 


(>.  sin.  z ■ 


(g- \-i)n  (M—  2) 
1.2.3 

(u+4)  (p-hi)  M (P—  1)(U— 4)  . < 

-f-  ■ ■ ■ ■ ' ■ sin.'  z 

1.2. 3. 4.; 


sin  J z 


-**■] . 


et 
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C“-4-  ')(<«*—  ') 


(3) 


(4) 


. fJL  Z s=  COS.  S £ ' 

, — 1 )(/“■ — j) 


■ . 2 


sm.  ^ z — fx.  sm.  z 


i .2.3.4 

(/*•+-  i) 


— &c-  ] 1 


.2.3 


sm.-*  * 


C“-+-j)Q-M  ) G“— »)(/*—  3) 


sin.’  z - 


■ &c; 


1.2. 3. 4. j 

' i / . . »• . ...r : \ . «r 

De  plus,  en  vertu  des  principes  établis  dans  le  cliap.  IX 
[ §.  2 ] et  dans  la  note  précédente , on  pourra  développer 
non-seulement  cos.  /xz  et  sin.  /x  z , mais  aussi  les  seconds 
membres  des  formules  (1),  (2),  (3),  (4),  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  fx\  et,  comme  les  coelficiens 
de  ces  puissances  devront  alors  être  les  mêmes  dans  le 
premier  et  le  second  membre  de  chaque  formule , on  ob- 
tiendra , en  comparant  deux  à deux  les  coefficiens  dont  il 
s’agit , une  suite  d’équations  parmi  lesquelles  on  distin- 
guera celles  que  je  vais  écrire. 


(0  ï**  = 


I 4 . 


2.4  *in.®  z 

Tj 


.y 


■ &c.., 


. 1 sin.3  z 1.3  sin.5  2 ■.  > 

z = sin.  z H 1 , -1-  &c. . . 

23  2-4  . 5 

Nous  supposons  toujours  ici  la  variable  z comprise  cnitre 

les  limites — , -+--7-.  Mais  on  démontre  facilement 

4 4 

à l’aide  du  calcul  infinitésimal  que,  sans  altérer  les  équa- 
tions (1),  (2),  (3),  (4),  (5),  (6),  &c , on  peut  y 

faire  croître  la  valeur  numérique  de  z jusqu’à  - . Ajou- 
tons qu’en  prenant  sin.  z — X,  on  fait  coïncider  l’équation 
(6)  avec  la  formule  ( 1 2)  de  la  note  VII , et  l’équation 
(5)  avec  la  suivante 
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(\  1 % 2 X 

arc  sia.  X ) = X H f- 

' J 1 


2.4  Xfi 

TT  T 


2 . 4 . 6 x® 
3- J-7  4 


f-  hc. 


Cette  dernière  se  trouve  dans  les  Mélanges  d'analyse 
publiés  en  1815  par  M.  de  Stainville,  répétiteur  à l’école 
royale  polytechnique. 

Concevons  à présent  que,  dans  les  formules  déjà  citées 
du  chapitre  VII  [§.  j ] , on  attribue  à la  variable  z une 
valeur  imaginaire.  On  conclura  sans  peine  des  principes 
développés  dans  le  chapitre  IX  [ J.  3 ] , qu’elles  ne  cesse- 
ront pas  dctre  exactes.  Supposons,  par  exemple. 


s=  /-■  /O), 


l étant  la  caractéristique  des  logarithmes  népériens. 
Comme  on  aura,  dans  cette  hypothèse, 

cos.  z = 7 (elx  -f-  e~u)  = ~ (x  , 

»m.z=  — e-‘*)  — ^(x— 


et  généralement  ( n désignant  un  nombre  entier  quel- 
conque ) 

co  s.nz  = ^x"+ÿ),  im.  nz  = ^fL  (xn — , 

on  tirera  des  équations  (3),  (4),  (5),  (6)  [chapitre  VII, 
J.  j ],  1 .°  pour  des  valeurs  paires  de  in , 

(7)  = 


(*-*>*  + 


(m-t-2)  m . m (m — 1) 


1.4. 6. 8 


(*-l) 


n 4 


(m-4-4)  (m-t-s)  m.m  (m — 1 ) (m  — 4) 
a. 4. 6. 8. 10. ia 


(x — ^)6 -h  f 
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(8)  . — ^r  = 


2.4»^  " 


(*-;)* 


4-  (m+4)(^;W^),(?Z2iI  (X_i)i  + &c...];. 


t .4.6.8. 10 

2.”  pour  des  valeurs  impaires  de  m, 


( 9 ) 


X — f—  m 


(m-*-  i ) (w — i ) 


2.4 


(m-f-3)  (»-+-i)(ct—i)  (m— j) 
2 .4.6.8 


(*-ir 


(*  — î)4  -H  &c.  .«]•) 


(,o) 


a; 


+ 


(nj-4-1)  m (m  — 1) 

(w-t-0  (w-t-1  )w(m — I ) (m — ?) 
2. 4-6. 8. 10 


(x— J. 


Les  formules  (9),  (10)  , (1  1),  (12)  du  j.€  paragraplié 
[chap.  VII  ] fourniraient  des.  résultats  analogues.  r_ 
Revenons  maintenant  à la  formule  (3)  du  même  para- 
graphe. En  vertu  de  cette  formule , cos.  mz  est , pour  des 
valeur  paires  de  m,  une  fonction  entière  de  sin.  z,  du  degré 
ni;  et,  comme  cette  fonction  doit  s’évanouir,  ainsi  què 
cos.  mz , pour  toutes  les  valeurs  de  z comprises  dans  la 
suite  > 

• ••  - • • - ..  * ■ V 

. j_  . y*  . ("«-'K 

i«  *■"'*  h*’  im  ’ a m ’ * zrn  ’ “*  un  J 

• ‘ y ■ - / 

il  est  clair  quelle  sera  divisible  par  cliacun  des  facteurs 
binômes 
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(rn — t)X  2X  . X 

*m.  z -I-  sin. , ...  sin.  * •+-  >id.  — — , sm.  z -f- sm. • , 

1 m ira  ira  ' 

(m—  i)x  . . 2X  .x 

sin.z — sin. , ...  sin.z  — sm.  — — , sin.z  — sin. , 

2771  217»  ira  7 

et  par  conséquent  égale  au  produit  de  tous  ces  facteurs 
binômes  par  le  coefficient  numérique  de  sin.  mz , savoir , 

f-l)-1.  — y 2m", 

v ' 1 .2 . 3 . . . . .(771 — i).ra  v ' 

■ - - . • 1 

On  aura  donc,  pour  des  valeurs  paires  de  m , 


cos.  mz  — 2m~‘  x 


1. 1 


0 0 

(sin.*  — sin.*  z"\0in.a  — — im.*zY..(sin.*  — — =-£  — sin.*  *Y 

\ 2 m J\  im  /v . \ - %m  J 

Par  des  raisonnemens  semblables  on  tirera  des  formules 
(4),  (j)  et  (6)  [chap.  VII,  §.  j ],  i.°  pour  des  valeurs 
paires  de  m, 

(lî)  sin.  m,  Z = 2m~‘  sin.z  cos.  s X 

| t • " **î  * 

(sin.*  sin.*;0(sin.*  — — sin.*z\,.(sin.2  — — — sin.*  j 

a.#  pour  des  valeurs  impaires  de  m, 

(13),  cos.  m Z = 2m~l  cos. 2 x 


fsin.x 

T . , ' 

— sin.  z 

)(  sin, 

v 

2m  à 

et  ... 

, * 

04) 

sin. 

mz 

(sin.* 

aT  . t > 
sin.  x 

H sin. 

V 

zm  > 

<\ 

Si  dans  les  quatre  équations  qui  précèdent  on  réduit  fa 


x 
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partie  constante  de  chaque  facteur  hinome  à 1 unité , en 
écrivant , par  exemple , 

j sin'  au  lieu  de  «“.•*  ~ — *in  ‘ 2 

*in.  — j ; 

2 m , j 

les  facteurs  numériques  des  seconds  membres  deviendront 
évidemment  égaux  à ceux  des  termes  qui,  dans  les  for- 
mules (?),  (4),  (U  (6)  du  chap.  VII  CS-  5 ]»  sont  indé- 

pendans  de  sin.  fc  ou  renferment  sa  première  puissance , 
c’est-à-dire , à l’unité  ôu  au  nombre  m.  En  conséquence 
on  trouvera  , i .°  pour  des  valeurs  paires  de  m , 

\ 

(i  j)  — cos.  mz  =z 

(sin.*  z \ / sin.1  z \ f s'n'  2 A 

(l6)  ~ * sin.  mz  sin. 3 cos. Z X 

{,  sin.1  z \ / . sin.1  z \ / sin.  z,  \ 

3..°  pour  des  valeurs  impaires  de  m, 

(17)  • cos.  m Z = cos.  3 X i y iiucnl 

(sin.1  z \ / sin.1  z;  V < f • *™'2  2 \ 

1 ! ; ; " ’ • 1 *?  ! J * Z>  ‘ t . vî  . .»  * • . . ■ l-  V . • I J . * 

(iS)  sin.TMS  = 7»sin.z  X _ __  , 

(siu.1  z \ / sin.1  z \ . / sin.1  z \ 

sin,^Lj- 

im  / \ im  J \ a»»  >./  ) 

De  plus,  si  l’oil  observe  qu’on  a généralement 

: .'  • .i.  : .•...  I . . • .•  ‘>  r • ■ V • 

, cos.  2 a — cos.  2 h 

siu.1  b sin.1  U = ^ " ' > / 
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on  reconnaîtra  sans  peine  que  les  équations  ( i i ) , (u), 
(13)  et  ( 1 4)  peuvent  être  remplacées  par  celles  qui  sui- 
vent : 


('$>) 


(*>)< 


” «/  T\/  ' 

cos.  m z = 2 I cos.  2 z — cos.  — ) ( cos.  2 z — cos.  — ) . . . 

\ ™ J\  m ) 

f m—< . tt\  ■ 

( COS.  2 Z COS. 1 , 

\ « / * 

5-«  . / 4*\ 

sin.  mz  =1  sin.2s[  cos.22 — cos. — )l  cos.22 — cos. — I... 

\ «A  •"/ 

(m — î.t\ 
cos.  12  — cos. I , 

m J 

— / *\( 

COS.mz  = l 1 COS.Z  COS.2Z-COS.—  ) COS.  ÎZ.— cos. — »... 

\ m / 

..•  / t m — 1.  t\ 

> V m J 7 

SID.  771  Z = 2 a SID. Z [ C0I.2Z—  COS.  — ) { COS.  2 Z— COS. )... 

\ m J\  mj 

. / . m — i . v 

1 cos.  2 z — cos. J ; 

V.  m JT 


les  deux  premières  se  rapportant  au  cas  où  m est  un 
nombre  pair , et  les  deux  dernières  au  cas  où  m est  un 
nombre  impair. 

/ Les  douze  équations  qui  précèdent  subsistent  égale- 
ment , quelles  que  soient  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires 
attribuées  à la  variable  z.  On  peut  donc  y remplacer  cette 

variable  par  — — z,  par  J—v  l(x)  , &c. . . . Dans  le 
premier  cas  , orr  obtient  plusieurs  équations  nouvelles 
correspondantes  aux  formules  (9),  (10),  (11),  (12)  d» 
chapitre  VU  [ j.c  paragraphe].  Dans  le  second  cas,  les 
équations  ( 1 9)  et  (20)  donnent  respectivement,  poqr  des 
valeurs  paires  de  m, 
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et  pour  des  valeurs  impaires  de  m , 


ce  qui  s’accorde  avec  les  résultats  obtenus  dans  le  chap.  X 

[S- 2 3* 

Il  nous  reste  encore  à indiquer  plusieurs  conséquences 
assez  remarquables  que  fournissent  les  équations  ( i i ) et 
(i  5),  (12)  et  (16),  (1  3)  et  (.7),  (i4)  et  (18).  Lors- 
qu’on développe  leurs  seconds  membres  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  sin.  z , les  coefficiens  numériques 
de  ces  puissances  doivent  être  évidemment  les  mêmes 
que  dans  les  formules  (3),  (4),  (5)  et  (6)  du  chap.  VII 
[ §.  j ].  De  cette  seule  observation  on  déduira  immédia- 
tement plusieurs  équations  nouvelles  auxquelles  satisfe- 
ront les  sinus  des  arcs 

7T  2 T JT  4*  - 

J»  ’ 2 m ’ 2Bl  ’ 1 m ’ *. 
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On  trouvera,  par  exemple,  pour  des  valeurs  paires  de  m, 


(23) 


m-l  -r  . , )T  . , (m— i)t 

i = 2 sin.  . sin.  . . . sin.  ^ 


m~l  . , 2X  . , 4 T . _ (m—l)  T 

m = i s in.  • sm.  . . . sin.* 1 

zm  2 m 2 m 7 


(*4)< 


1.2  . 2 T • 2 3T 
si  n.  — sin.  — 
im  zm 

(m+i)(m—  i)  i i 

- = 1 “-H... 

l.l.j  • 4 2T  • a4T 

sin.  — sin.  — 
zm  -9  zm 


, (m-i)TT 
zm 

1 


sm. 


et,  pour  des  valeurs  impaires  de  m, 


(2j) 


m~l  ■ , » . , , (m— i)t 

1 = 2 sm.  . sin.  . . . sin/ , 


zm 


zm 


z m 


m~l  , 2T  . 4 7r  , (m — 1W 

m = 2 sin.  • sin.  ....  sin.  — - — • ; 

zm  zm  zm  7 


(26) 


1) 


|(”l+i  )('«—') 

i.î.3 


î I 

-H 


TT  JT  . ,Mt’ 

sin.  — sm.  — sm.  

2771  2771  am 


1 1 

\ 


^ 2T  . , 4^ 

sin.  — sin.  — 
zm  zm 


sin.  


J’ajoute  que , si  l’on  multiplie  par  les  (^eux 

membres  de  chacune  des  équations  (j*4)  ou  (2^)  > on  cn 
conclura,  en  faisant  croître  m indéfiniment, 


/ \ v ' 1 1 c 

(27)  "o-  — 1 H 1 — r ~i — z — t"  &c-  • • , 

■ a 9 zj  4v 


(28) 


T I I J 

— = I -I 1 


16 


&C. . . 


En  effet,  considérons,  pour  fixer  les  idées,  la  seconde 
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dés  équations  (i4)>  En  multipliant  ses  deux  membres  par 
, on  trouvera 

x*»>  £(■-*)=  _ 

(—Y  (—Y  f—Y  /w-a.T\‘ 

\m  J i \ m / i \ m J t \ îm  J 

1 - 1 1 — 

. . V A . . ITT  o . _ /m  \*.  , (m-i)TT 

•m.1 — * sin.  ' sin.  - — ( 1)  sm.1  — 

m tn  m \ i y 2™ 


Soit  d’ailleurs  n un  nombre  entier  inferieur  à — • De'- 

2 

signons  à.  l’ordinaire  par  la  notation  M ( « , h ) une 
moyenne  entre  les  quantités  a et  b.  Enfin  observons 

X * * 

que  le  rapport  --- est  toujours  [voyez  la  page  64] 
compris  entre  les  limites  1 , - '■■■  ; et  que  l’on  a par  suite, 

■y 

pour  des  valeurs  numériques  de  x inférieures  à — , 


Le  second  membre  de  l’équation  (29)  sera  évidemment 
la  somme  des  deux  polynômes 
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dont  le  premier,  en  vertu  de  l’équation  (i  i)  des  préli- 
minaires, pourra  être  présenté  sous  la  forme 


tandis  que  le  second , composé  de  — n — 1 termes 

tous  inférieurs  à , restera  compris  entre  les  limites 
o et  ^r.  Cela  posé,  l’équation  (29)  deviendra 


7-  ('  «*)  — (,+T'i'7+ h’i") 

xM('’ 


et  l’on  en  conclura  immédiatement 


(3°)  7 


o,  1). 


Cette  dernière  formule  subsiste , quels  que  soient  les 
nombres  entiers  m et  n , pourvu  que  l’on  ait  '-m>  n.  En 
outre,  il  est  aisé  de  voir  que,  si  l’on  prend  constamment 
pour  '-m  le  plus  petit  des  entiers  supérieurs  à n"  (a  dé- 
signant un  nombre  compris  entre  1 èt  2 ) , les  rapports 

~r  convergeront  ensemble,  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  »,  vers  la  limite  zéro,  et  le  second  membre 
de  la  formule  (jo)  vers  la  limite  — . Le  premier  membre 
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devant  avoir  la  même  limite  que  le  second  , il  en  ré- 
sulte , i que  la  série 


i 


I , •••••  J—  y &.Ci  • ■ • 

1 6 9 .71 


sera  convergente,  ce  que  l’on  savait  déjà  [ voyez  le  corol- 
laire du  j.e  théorème  , chapitre  VI,  §.  2]  ; 2.0  que  cette 

, . 7TX 

sone  aura  pour  somme  — . 

L’équation  (22)  étant  ainsi  démontrée,  on  en  tirera, 
en  divisant  ses  deux  membres  par  4 , 


7T1  I 

24  4 

On  aura  par  suite 

T1  jr*. 

G 24 


~7û  *+■  "JG  H_&C- 


9 


1 *+* • — &c. 

9 


Cette  nouvelle  formule  s’accorde  avec  1 équation  (27) , 
qu’on  peut  déduire  directement  de  la  première  des  équa- 
tions (24)  ou  (26). 

Avant  de  terminer  cette  note,  nous  ferons  remarquer 
que,  pour  établir  les  huit  formules  (3),  (4),  (5),  (6), 
(9)>  ('o),  (1  1)  et  (1  2)  du  chapitre  VII  [5-  5],  il  suffit 
de  démontrer  les  quatre  dernières , et  qu’on  y parvient 
très -promptement  en  développant  les  équations  ( 1 o)  du 
chapitre  IX  [$.  1."],  savoir, 

( î 1 ) i-t-zcos.g-»-z1cos.20-t-z3cos.39-t-&c.  = 1 ~ZC08-  6 

I—  ÎZCOS.g-t-z-1  lz=  — I 

(32)  zsin.g-t-*18in.2flH-zîsin.j5-+-&c.  = z Sln~  ^ 

1 — îzcos.S+z2 


Considérons,  par  èxempîe , féquation  (32).  On  en  ti- 
rera, pour  des  valeurs  numériques  de  s inférieures  à 
l’unité , 
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s sin.fl-t-«*sin.*fl-+-zîsin.}fl-H.  • • -+-z2IIsin.2n0-l-z2''+,sin.(î*H-Ofl+&c- 


1 z sin.  0 
i -+zx  *zcos.  0 

1 7+  z* 

= sin.0  [ z ( i -Hz1)-’ -t-  2Z*cos.fl( i -t-^J)-1-H4z,cos  fl ( i +z2)_>  ] 

z Z>  -t-  Z5  

-t-cos.  fl(îz‘- 4z4H- + inîJ"±&c.  ) 


i»+.  ^ &c  ^ 


' -+-COS.20 


z’ 

1 .2 


zin+1  ±&C.M 

■-1  //i 


- ‘Ai  (— 

„ V'-*-3  *-2-3  / 

h&C....  .... 

et  l’on  trouvera  par  suite , en  égalant  entre  eux  les  coef- 
ficiens  des  puissances  semblables  de  z, 

sin.  2 n 0 = 

(_l)  sin.  6 I 2«cos.6 1 z cos.î  0 -t-  &C.J  y 

(j4-)  8in.(2ra-4-l)6  = 

( — l)  sin.0  1^1 — os.  0 -4-  &C J. 


Si  dans  ces  dernières  formules  on  remplace  0 par  s , 
et  2 n ou  2R-H1  par  m,  on  obtiendra  précisément  les 
équations  ( i o)  et  ( 1 1 ) du  chapitre  VII  [ §-  5 ]•  Les  Ra- 
tions (9)  et  (12)  du  même  paragraphe  se  déduiraient , 
par  un  calcul  semblable,  de  la  formule  (3  1). 
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Sur  les  Produits  composés  d’un  nombre ' infini  de 
Façleurs.  .*  : -i. 


j Ii. ai*  i ■ is»  *>fin  ■'  ) 

Désignons  par  i . ..  , < i;  •• 

(0  «»-*;  &C>_,  . T , , 

une  suite  infinie  de  termes  positifs  ou  négatifs  , dont 
chacun  soit  supérieur  à — i.  Si  les  quantités 


(2)  /(  1 +«0) , (t  i +«,),  ...  /( i'+m.)  , &c... 

[ l étant  la  caractéristique  des  logarithmes  népériens  ] , 
forment  une  série  convergente  dont  la  somme  soit  égale 

à s,  le  produit  _ ' J 

* » 

(3)  (1-4-U0) (i-t-w.) («-*-«,) ... (i+«„,) 

* t ' ' ’ r.  “ 

convergera  évidemment,  pour  des  valeurs  croissantes: dii 
nombre  entier  n , vers  une  limite  finie  et  difiiprenlje 
de  zéro , équivalente  à e‘.  Si  au  contraire  la  série  ( &) . 
est  divergente  , le  produit  (5)  cessera  de  converger  vers 
une  limite  finie  différente  de  zéro.  Dans  le  premier  cas  , 
on  est  convenu  d’indiquer  la  limite  du  produit  que  l’on 
considère , en  écrivant  le  produit  de  ses  premiers  facteurs 
‘suivi  d’un  &c. , comme  on  le  voit  ici, 

(4) 


La  meme  notation  peut  etre  conservée  dans  le  cas  ou 

j -,  <vi  a ’ • ’n?'  " 

cette  limite  s évanouit. 

. . • ■ • »•  > ; , ulc.  < 1IK"J  Sli.  *• 

TOM.  1 . Nil 
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Pouf  que  ta  série  (2)  soit  convergente,  il  est  d'abord 
nécessaire  que , le  nombre  n venant  à croître  indéfini- 
ment , chacune  des  expressions  * , 


et  par  suite  cliacune  des  quantités 

Un>  U.+  i>  Un~>’  &c 

devienne  infiniment  petite.  Cette  condition  étant  rem- 
plie, comme  on  a généralement 


“ + &C. 

4 


(s)  *('4-'*)  - T+ J 

on  trouvera,  pour  des  valeurs  de  n très-considérables. 


I(i  = «„*,  —7 •»*,+,  ■+■  7“',*,  — &c- 

• ; : ■ ■" 

= “«*.—  7 (•  , 

Scc 

/ • . 1 , ' • — * 

dh  , ±6^,  , &c. . . . désignant  encore  des  quantités 
infiniment  petites  ; puis  l’on  en  conclura , en  représentant 
par  m un  ' nombre  entier  quelconque  , et  par  1 rfc  g 
une  moyenne  entre  les  facteurs  irfcg^,  t±Ên+i,  &c. , 

(7)  •+•*(»  -+*“«+!)  *+■  — 

-H Ii\., -+-... ) (>  ± «). 

, 1 *<  - . • * * ' f M ' 

Concevons  maintenant  que  dans  la  formule  précédente  on 
fasse  croître  le  nombre  m au-delà  de  toute  limite.  Selon 
que  chaque,  membre  de  la  formule  convergera  ou  non 
vers  une  limite  fixe  , la  série  (2)  sera  convergente  ou  di- 
vergente. Cela  posé , l’inspection  seule  du  second  membre 
suffira  pour  établir  la  proposition  que  je  vais  énoncer. 
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1."  Théorème.  Si  la  série  (i)  et  la  suivante 

(S)  • uf , u*,  uf,  ...  uf,  &c - 

sont  l’une  et  l’autre  convergentes , la  série  (2)  le  sera 
pareillement , et  par  suite  le  produit  (3)  convergera  , 
pour  des  valeurs  croissantes  de  n , vers  une  limite 
finie  différente  de  zéro.  Mais  , si,  la  série  ( 1 ) étant 
convergente , la  série  (8)  est  divergente , le  second 
membre  de  la  formule  (7)  ayant  alors  pour  limite 
l’infini  négatif,  le  produit  (3)  convergera  nécessaire- 
ment vers  la  limite  zéro. 

COROLLAIRE  1.tr  Si  la  série  (2)  étant  convergente  a 
tous  ses  termes  positifs,  ou  si  elle  demeure  convergente 
lors  même  qu’on  réduit  ses  différens  termes  à leurs  va- 
leurs numériques on  sera  évidemment  assuré  de  la  con- 
vergence de  la  série  (8)  ; et  en  conséquence  le  produit 
(3)  aura  pour  limite  une  quantité  finie  différente  de  zéro. 
C’est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  le  produit  en  ques- 
tion se  réduit  à l’un  des  suivans  : 


(.-H)  ! 

(,+7r)  O-+-7-)  •••  1 

(‘H-1)  1 

v*)  (,"h7r)  *•*  1 

(i-H-pr)  » • • 
Corollaire  2.'  Comme  la  série 

(■+£) 

1 


est  convergente,  tandis  que  les  carrés  de  ses  différens 
termes , savoir , 
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forment  une  sérié  divergente,  il  résulte  du  i théorème 
que  le  produit 

(,+.,)  (,— (—74)  «"••• 
a zéro  pour  limite. 

Corollaire  J Le  théorème  1 .,r  subsiste  évidem- 
ment dans  le  cas  même  où  parmi  les  premiers  termes  de 
la  série  (.1)  quelques-uns  deviendraient  inférieurs  à — 1. 
Seulement , lorsqu’on  admet  cette  nouvelle  hypothèse , 
on  doit  remplacer  dans  la  série  (2)  les  logarithmes  des 
quantités  négatives  par  les  logarithmes  de  leurs  valeurs 
numériques.  Cela  posé , il  est  clair  que , pour  des  valeurs 
croissantes  de  n,  le  produit 


convergera,  quel  que  soit  x , vers  une  limite  finie  diffé- 
rente de  zéro. 


COROLLAIRE  4 .'  Toutes  les  fois  que  la  série  ( 1 ) est 
convergente,  le  produit  (3)  converge,  pour  des  valeurs 
croissantes  de  n , vers  une  limite  finie  qui  peut  se  réduire 
à zéro. 

Lorsque  la  limite  du  produit  (3)  est  finie,  sans  être 
nulle  , on  ne  peut  pas  toujours  assigner  sa  valeur  exacte. 
Dans  le  petit  nombre  de  produits  de  cette  espèce  aux- 
quels correspond  une  limite  connue , on  doit  distinguer 
le  suivant 


(9) 


dont  nous  allons  à présent  nous  occuper. 

Quand , après  avoir  posé  x = — , on  fait  croitre  n 


Digitized  by  Google 


NOTE  IX.  5 G5 

indéfiniment,  le  produit  (9)  converge  vers  une  limite 
finie  représentée  par  la  notation 

0°).  (I~^)  ( 1 * T'ir7 ) ('  — -j^f)  &C- 

Pour  déterminer  cette  limite,  il  suffira  de  recourir  à l’é- 
quation (16)  ou  (18)  de  la  note  précédente.  Considé- 
rons , pour  fixer  les  idées , l’équation  ( 1 6).  Si  l’on  y écrit 

par-tout  — au  lieu  de  3,  on  trouvera,  pour  des  valeurs 
paires  de  ni , 


fil)  sin.  z — m sin.  — cos.  — x 

' 7 mm 


et  par  suite  [ en  supposant  la  valeur  numérique  de  3 in- 
férieure à 7r , et  le  nombre  m égal  ou  supérieur  à 2 ] 


m sin.  — cos.  — 
m m 


O2 


Soient  d’ailleurs  n un  nombre  entier  inférieur  à -m, 
1 -t-  et  une  quantité  moyenne  entre  les  rapports 
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et  i + f une  autre  quantité  moyenne  entre  les  ex 
pressions 


Le  second  membre  de  i équation  ( 1 2)  sera  évidemment 
la  somme  des  deux  polynômes 


dont  le  premier  pourra  être  présenté  sous  la  forme 


tandis  que  le  second  prendra  celle  du  produit 
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sm. 


æ' 


/ n-M  .T\* 

fn+z.  tt\ 

l - y 

1 V >»  / 

sin.1  ,7r 

m 

__  m 

( m—  z .rx\  ) 

1 \ im  / ( 

• •••*+•  '/  ' ~ 
/ m 

v • ,(»-*)*•( 

( — 

— 1 ) »in.  1 

v * 

) 2JH  ' 

que  l’on  peut  réduire  ( en  vertu  des  principes  établis  dans 
la  note  précédente  ) à 


sm. 

(zy  (i'h:),"(0’ 

Cela  posé  , l’équation  (1  2)  deviendra 


(>î) 


Z Z 

m sm.  — cos.  — 
99i  m 


sm. 

et  l’on  en  conclura , en  faisant , pour  abréger , 

• . *<* 

• a * 

SID.  aa  , 

(.4)  pv- 

puis,  revenant  des  logarithmes  aux  nombres, 
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r - r ,v 

\ wsin. cos. — I 

\ m m / 


2 pj  ~ 

+>  — r(r+/)2tf(o,  1 ) 

e 


Supposons  maintenant  que,  la  valeur  de  n étant  choisie 
arbitrairement  , on  prenne  pour  le  nombre  entier  im- 
médiatement supérieur  à n 4 (n  désignant  un  nombre  frac- 
tionnaire ou  irrationnel  compris  entre  i et  z ).  Lorsque 
la  valeur  de  n deviendra  très-considérable  , les  quantités 

— > ® seront  infiniment  petites,  le  produit 


*'  • . Z 

sin. 

z.  z m z 

m sin.  — cos.  — rz zz  z coB.  - — 

m m z m 

. . m 


différera  très-peu  de  z,  et  par  suite  le  second  membre 
de  i équation  (15)  s’approchera  indéfiniment  de  la  limite 


Le  premier  membre  devant  converger  vers  la  même 
limite , on  aura  nécessairement 


(•«)  (- v-)('-,4)(-£>) ^ 


Cette  dernière  formule  se  trouve  ainsi  démontrée  dans 
le  cas  où  la  valeur  numérique  de  z reste  inférieure  à 
TT.  Alors  les  quantités  dont  nous  avons  pris  les  loga- 
rithmes sont  toutes  positives.  Mais  la  démonstration  don- 
née subsiste  également  pour  des  valeurs  numériques  de 
z supérieures  à m , lorsque  l’on  convient  de  remplacer 
le  logarithme  de  chaque  quantité  négative  par  le  loga- 
rithme de  sa  valeur  numérique.  En  conséquence , l’équa- 


\ 
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tion  (i  6)  demeure  vraie,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle 
attribuée  à la  variable  z.  On  ne  doit  pas  même  excepter 
le  cas  où  l’on  supposerait  , 

Z = ± À'  TT  , 


k désignant  un  nombre  entier  quelconque , puisque  dans 
cette  hypothèse,  les  deux  membres  de  l’équation  s’éva- 
nouiraient en  même  temps. 

L’équation  (16)  une  fois  établie  en  fournira  immédia- 
tement plusieurs  autres.  Ainsi , par  exemple , on  en  ti- 
rera, pour  des  valeurs  réelles  quelconques  des  variables 


x > y > z > 

(,7)  •“•*=*  (,_±.)  &C.  = 


et 


(,S) 


sin.  x 
■in.  y 


x /tt—, r\  / T-t-.r \ /it— x\  /2T+x\  x\  pT+jA  ^ 

T x*—y)  x*+'j)  W-y/  v-TW  c 


Si  dans  l’équation  (17)  on  fait  s — — , on  trouvera 


3 3 I £ 7 
2*4*4 ' 6’  6 


&c. . . . 


J 


et  par  suite  on  obtiendra  le  développement  de  — ■ en 
facteurs,  découvert  par  le  géomètre  IVallis , savoir. 


('9) 


TT 

2 


2 244^*^88 

• • • * * • • ' • • , (KC.  ■ • • 

1 3 3 5 5 7 7 9 


On  trouverait  de  meme,  en  faisant  z = 


1 
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S 8 il  ii  1 6 1 6 . 

. — . — . — . &e. . . 


Z. ' 4 4 

(20 j — / * • • 7 * - 

v ' 4 3 5 7 5»  **  *3  »5  *7 

Si  dans  l’équation  (18)  on  pose  à -la -fois 

T T 

x=  — — z et  y=~  , 
on  en  conclura 
(■2  1 ) ( cos.  Z = 

=(•-£)  (-£)(-&)*« 

On  pourrait  déduire  directement  la  même  formule  de 
l’équation  ( i 5 ) ou  ( 1 7)  [note  précédente] , en  y remplaçant 
z par  ^ , puis  faisant  converger  le  nombre  m vers  la  limite 
00.  Observons  enfin  qu’on  tirera  de  l’équation  ( 1 6) , en 
y supposant  la  valeur  numérique  de  z inférieure  à it , 

(«) 

&c"") 


— &c. 


Comme  on  a d’ailleurs , dans  cette  hypothèse , 


sin.  z 

z < ‘ > 

. . , sin.  z ( z 1 

('-))  =T“ïx 


- 6 


3 1, 1.3.4.;  i.i.3.4.;.6.7 


■ &c.^ 
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î 

&C 


et  par  suite  [ en  vertu  des  principes  établis  dans  le  cha- 
pitre VI  et  dans  la  note  VII  ] 


(*4) 


_i  i£ 

T i.i 


sin.  z 


» T* 


l'z6 


3°  1.1. j. 4 


• &c.. 


3 '41  1.1.3. 4. j. 6 

la  comparaison  des  coefficiens  des  puissances  semblables 
de  z dans  les  formules  (22)  et  (24)  donnera  les  équa- 

tinnc 


1 I I D 

H 1 -4-  — r H j + &c.. , 

1 

1 3 4 

c 

1 1 * 

( 

1 -+-  —T  -H  — 7 -t-  -~l  -4-  &c. . 
1*  y 4* 

V 

ï T ? _ 

1 

1 -t-  -7  •+•  -1-  -7  -4-  &c. . . 

z°  46 

' = 4*  * 

&C 

2 TT* 

T* 

1 . 2 

~~T 

2Jt4 

1 .2.3.4 

~ 9° 

2 5 T4 

T6 

— 94; 

dont  la  première  s’accorde  avec  la  formule  (28)  de  la 
VIII.C  note.  Les  facteurs  numériques  -^-,  , —7, 

&c. . . . qui  entrent  dans  les  seconds  membres  de  ces 
équations,  sont  ce  qu’on  appelle  les  nombres  de  Ber- 
noulli. Ajoutons  que , si  l’on  désigne  par  2?»  un  nombre 
pair  quelconque  , on  aura  généralement 
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(26) 


1 ' 1 . « 

I — ■ ■ 111 1 1 *4—  - "4“  otc» 

, 2.m  ^xm  . jim 


1 Tzm  *+■  “Tm  TTm  &c—-~  "Tm \ 1 + 77^  "+~  7^?  *+*  &c"* J 

2 J 4 X \ 2 J / 


Dans  ce  qui  précède , nous  avons  seulement  considéré 
des  produits  dont  tous  les  facteurs  étaient  des  quantités 
réelles,  et  des  séries  dont  tous  les  termes  étaient  réels.  Mais 
on  doit  remarquer , 1 »“  qu’en  vertu  des  principes  établis 
dans  le  chapitre  IX  [voyez  l’équation  (37)  du  §.2,  et 
l’équation  (20)  du  §.  3]  la  formule  (5)  subsiste  dans  le 
cas  meme  où  la  variable  x devient  imaginaire , pourvu 
que  son  module  reste  inférieur  à l’unité  ; 2.0  que  le 
rapport 

sin.z  z1  z4 

œ , h &c 

z 1.2.3  1.2. 3. 4. 5 

‘ converge  vers  l’unité,  toutes  les  fois  que  la  valeur  réelle 
ou  imaginaire  attribuée  à la  variable  z s’approche  indé- 
finiment de  zéro  ; 3.0  enfin  que  les  équations  (1  5),  (16), 
(17)  et  (1  8)  de  la  VIII.*  note  subsistent  également  pour 
des  valeurs  réelles  et  pour  des  valeurs  imaginaires  de  s. 
En  partant  de  ces  remarques  , on  parviendra  bientôt  à 
reconnaître  comment  on  doit  modifier  les  propositions 
et  les  formules  ci-dessus  démontrées  dans  le  cas  où  les 
expressions 

uQ,  ult  &c x,  y,  z, 

deviennent  imaginaires.  Ainsi , par  exemple , on  établira 
sans  peine,  à l’aide  des  formules  (6),  la  proposition  sui- 
vante , analogue  au  1 ."  corollaire  du  théorème  1 .tr 

2.'  Théorème.  Supposons  que  la  série  ( 1),  étant 
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imaginaire , demeure  convergente  quand  on  réduit  ses 
différons  termes  à leurs  modules  respectifs.  Le  produit 
( 3 ) convergera  nécessairement  , pour  des  valeurs 
croissantes  de  n,  vers  une  limite  finie  réelle  ou  imagi- 
naire. - 

De  plus  , on  prouvera  facilement  que  les  équations 
(17)  et  (21)  subsistent,  lorsqu’on  attribue  à z une  valeur 
imaginaire  quelconque  u- v f : d’où  il  résulte, 
i .°  qu’on  peut  exprimer  par  des  produits  composés  d’un 
nombre  infini  de  facteurs  les  expressions  imaginaires 


ev  -t-  e~y  . er  — e" 

sin.  u -t- 


(27) 


2 

ev  -4-  em 


2 

2 


cos.  , 

- sin. 


et  les  carrés  de  leurs  modules,  savoir,  f , 

/ey+e~'\  * . /e— «“‘V  , e'M-e"1'  ' 

f J sm.u+f J cos.zu= — cos.îu, 

/■e’+e-’V  , rey—e-yy  : , ely-i-e~1'1 

( — J cos/w+f \ sin. *11= 1- 

2.0  que  les  expressions 


(28) 


-cos.îu  ; 


(29) 


t arc  tang. 

( ey  — c-” 

cot.  u ^ , 

V e*  -+-e~y 

1 arc  tang. 

f ey  — e.~y 

tang.  « ^ 

\ e”  H-  c-» 

l 


sont  respectivement  égales  aux  deux  sommes 


V V v 

arc  tang.  — — arc  tang.  ■ ■ arc  tang. 


7T  U 


T. -h  U 


(3°)' 


— arc  tang. 


arc  tang. 


T — 2U 


arc  tang. 


2 7T — U 

arc  tang. 

2V 

a 


arc  tang. 


1 t+u 


-&c..., 


tt+iu 


arc  tang. 


3 T— au 


arc  tang. 


jv—iu 


&c... 
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augmentées  ou  diminuées  d'un  multiple  de  la  circonfé- 
rence 2tt.  D’autre  part,  comme  les  expressions  (29)  et 
les  sommes  (30)  sont  des  fonctions  continues  de  v qui 
s’évanouissent  toujours  avec  cette  variable , on  peut  as- 
surer que  le  multiple  dont  nous  venons  de  parler  se  ré- 
duit à zéro. 

Si  l’on  suppose  en  particulier  u = o , l’on  trouvera 


On  trouvera  encore  , en  pre  nant  u = 


Sr 


4 » 


O2) 


arc  tan  g. 


cv~c“r  Av  Av 

= arc  tan — arc  taii£.  

er+e-y  0 TT  ° 3 T 


Av  M Av 

arc  tanff,  — — - — arc  tari£.  — — 
J»  6 77T 


&C.  , 


et  en  prenant  u — v, 


(JJ) 


rc 

cos.  n>  = 

2 


t 


Enfin , si  dans  la  formule  (32)  on  suppose  la  valeur  nu- 
mérique de  inférieure  à l’unité , les  deux  membres 

« 

de  cette  formule  pourront  être  développés  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  v , et  la  comparaison  des  cocf- 
ficiens  des  puissances  semblables  dans  les  développemens 
dont  il  s’agit  fournira  les  équations 
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(34) 


3 î 

I I 


H&C....  = — 

7 4 ’ 

-V  &c = 

73  32  » 


I — 
&c. 


i i i e J t 

— 7-  *4“  — ?"  — ~r  4X  . • • — 
jS  J,  75 


J}<>  » 


dont  la  première  coïncide  avec  l’équation  (4o)  du  cha- 
pitre IX  [§.  a]. 

Concevons  maintenant  qu’après  avoir  divisé  par  v les 
expressions  (29)  et  les  sommes  (30),  on  fasse  con verger 
la  variable  v vers  la  limite  zéro  ; on  trouvera,  en  passant 
aux  limites, 


(3  5)  cot-“  = - — — -+ 


U X — U X-+-»  2 X — U 2X+  U 


• &c. . . . 


= 2 U ( — ^ ; +-TZÏ ;+1“| r + &c-  J, 

, u \x — u 2 x — u ; i — « y* 

(36)  tang.u=-i 


I I 

4 


1 1 

4- 


ir  7T  ITT  7.VT  5X 

u — H*  U \-u U 

2 1 2 2 2 


&C. 


Comme  on  a d’ailleurs  généralement , pour  des  valeurs 
numériques  de  u inférieures  à celles  de  a, 

I 1 / ux  \->  1 u1  u4 

^ = = ^ nr  4'&c  -'  ’ 

on  tirera  des  formules  (35)  et  (3 , en  supposant  la 
valeur  numérique  de  u plus  petite  que  — f 

(j7)  cot,u  = -i-  - ~ (.+~  -t-  -+-&C....) 

- ^ 7 + ? ■*’*'•••) 


— &c. 
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(38)  tan  g.  U = (,-H  -L  -H  -L  -+■  y 

....  -+7('+ïï  + ^ + 7T  + k;-) 


&C. 


Par  suite  on.  aura , en  vertu  des  équations  (25)  et  (26), 

•(39) 


t 


I 2 U 


cot.  M 

2+  I/3 


! 


aéu5 


— &c.. . , 


u 6 1.2  30  1.1.  j.  4.  42  1.2. 3. 4. 5. 6 

.1 ....  • ■ ■ '!  > - • ' 

(4o)  tang.  U = 

— (2  — I ) 1 ‘ (2^—  I J -t~  — (2  . — 1 ) —, 

6 ' •'!.*  30''  ' 1.2. j. 4 42  ' , ' l.2.j-4.J.t* 


&C. . . . 


\ 

» — — . l| 


Si  l’on  ajoute  ces  dernières , après  y avoir  remplacé  u 

I « ' : 1 

par  — u , on  obtiendra  le  développement  en  série  de 


COS.  - U 811).  T u 


cot.’~  ü+tang.  u = — h 

sin.  — ’*1 

* et  l’on  en  conclura 

(40 


sin.  T ü cos.  - u sm.  y U cos.  7 u 

is—  ; ! ' . « 


• = 2 cosec.  u , 


cosec.  U 

1 r> 


1 

u 


V.  • < * 


+ &C. 


I , v2tt  I/r,  x ill*  * /I  , e v 2Ï# 

— (l-l V H (V-l  ) h ( 2 I ) ; r 

6 V '1.2  30'  '1.2. 3.4  42 v ■ ' 1 .2.34.5.6 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  sur  les  consé- 
quences qui  dérivent  de  la  formule  (17).  On  peut  con- 
sulter sur  cét  objet  l'excellent  ouvrage  d’Euler,  qui  a 
pour  titre  Introductio  in  analysin  injinitarum. 


FIN  DU  TOME  I. 


607 Si  1 . 
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